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. EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de I'épreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. Exprimez en francais ce que sont les équations d’Euler.

ii. Etablissez I'expression des équations d’Euler en partu ou des théorémes fondamentaux
appropriés. Donnez la signification de toutes les grandatgs/enant dans ces équations.

iii. En utilisant les équations d’Euler, montrez que le eectde Poisson d’'un solide possédant un axe
de symétrie de révolution reste constant en norme au coursoduement si le solide est soumis a
la seule force de pesanteur.

Question I

Au terme d’une journée estivale tres chaude, les étudiantecble d’été de BEST s’engagent dans un
concours de lancer de glagons. Sous la chaleur, les glagoderit selon la loi

m(t) = mexp(—at)

ol my eta sont des constantes strictement positives.

Afin de pouvoir optimiser les conditions du lancer, on denganiEcrire I'équation différentielle
vectorielle du mouvement d’'un glacon de masgg) assimilé & un point matériel et de déterminer la loi
du mouvement correspondante. On considére que le glactamesdtdans le champ de la pesanteur a partir
d’une positionsy = 0 avec une vitesse initialg. On supposera que I'eau et la vapeur d'eau résultant de la
fonte du glacon possédent une vitesse absolue nulle.

Question IlI

On considére un mobile homogene de mass®nstitué d’'un cylindre principal de rayom 3ur lequel
sont fixés symétriquement deux cylindres concentriquesiglenia qui permettent au mobile de s’appuyer
sur un double rail en forme de quart de cercle de rayaui lui sert de rampe de lancement. Le moment
central d’inertieJc du mobile par rapport & son axe de symétrie de révolution kraeat.

Le systeme est modélisé sous I'hypotheése du mouvement plasemilant le double rail & un rail
unigue sur lequel le contact est ponctuel (Modélisation. 2D)

Le mobile est initialement abandonné sans vitesse alorsgueentre d’inertie fait un angléy par
rapport a I'horizontale. Dans un premier temps, on étudiedéement sans glissement du mobile sur le rail
en forme de quart de cercle.



Ey

Systéeme réel

Déterminez le nombre de degrés de liberté du mobile ebduoisez les coordonnées généralisées
permettant d’en décrire le mouvement.

. Déterminez la condition de roulement sans glissememnhduile sur le rail.
iii. Relevez toutes les forces agissant sur le mobile emiratit leurs caractéristiques principales (point

d’application, direction, force appliquée/de liaisorrc conservative).

EcriveZ le théoréme de I'énergie cinétique par rapport & un repégiéh et déduisez-en une
intégrale premiere dont vous donnerez la signification iofoys

. Déterminez la vitesse du centre d'inertie du disque etitessse de rotation autour de son centre

d’inertie au moment ou il atteint le bas du rail. Ces deuxsdés sont notées respectivemefy et
w,E, dans la suite du probleme.

Lorsqu'il atteint le bas du rail, le mobile continue sa roste un plan horizontal rugueux (coefficient
de frottementy) situé a une distanceaous le rail (voir figure). Le mobile est alors en contact aeec
plan horizontal via le cylindre de rayora3L’hypothese du mouvement plan est toujours valable datts ce
deuxiéme phase du mouvement.

Vi.

Vii.

viii.

Xi.

Xii.

Introduisez des coordonnées généralisées permetatéatire le mouvement du mobile sur le plan
horizontal.
Exprimez, en fonction des vitessegs et w, et des parameétres du probléme, la vitesse du point du

mobile en contact avec le plan horizontal au moment ou le imtdiche le plan et déterminez sile
mouvement initial du mobile sur le plan horizontal est unement avec ou sans glissement.

Relevez toutes les forces agissant sur le mobile efyuaht leurs caractéristiques principales (point
d’'application, direction, force appliquée/de liaisorrc conservative).

. Ecrivez' le théoréme de la quantité de mouvement.
. Ecrivez le théoréme du moment cinétique par rapport a un repéreécantcentre d'inertie du

mobile et dont les axes sont paralléles a des axes inertiels.

Donnez un systéme d'équations comportant autant dt@amsaque d’'inconnues permettant d’étudier
le mouvement dans cette deuxiéme phase.

Montrez que la vitesse du centre d'inertie du mobiletsbiise a une valeur constantg> v, apres
un temps finite (Mesuré a partir du moment ot le mobile touche le plan hotéprDéterminez la
vitesseve et le tempge en fonction des paramétres du probleme et des vitesssy, .

* Explicitez les résultantes cinématique et dynamique veteant dans ce théoreme en fonction des variables cinéreatigt

des forces en jeu.



SOLUTION

\oir livre de référence.

Question Il

L'équation différentielle décrivant le mouvement d’'ungda s’écrit
ms=mg+ P

ou P désigne la poussée résultant de la variation de la masseagongéts le vecteur position du centre
d’inertie du glagon par rapport au point fixe O.

La masse du glagon varie selon lamat) = mpexp(—at). La vitesse absolue de 'eau et la vapeur d’eau
résultant de la fonte du glacon étant nulle, om& s= 0. On calcule dés lors

dm . .
P= il —ampexp(—at)(—S) = ams

L'équation différentielle du mouvement devient donc
mS=mg+ ams

ou encore
s5—as=g

Y

Il s'agit d'une équation différentielle linéaire a coeféots constants non homogene dont la solution
générale peut étre exprimée comme la somme de la solutioérgénde I'équation homogeéne
correspondante et d’une solution particuliére de I'équmation homogene, soit

S=%+5Sp

D’une part, le polyndbme caractéristique de I'équation hgéme s'écritzZ — az = z(z— a) et posseéde les
deux zéros simplez= 0 etz= a de sorte que

$h=C1+Coe™

ou C; etC, sont des constantes.
D’autre part, on identifie facilement une solution partiétd de I'équation non homogéne sous la forme

gt

S, =
P a

de sorte que

t
s= Cl+Cze‘“—%

Les constantes peuvent étre déterminées en utilisant teitioms initialess(0) = 0 et §(0) = vp, ce qui
donne

Ci1+Co=0 et (XCz—g:VO
et donc Vo g
Ci=-Ch=——--=
1 2 a 02

Finalement, la loi du mouvement s’écrit

SR T



Question Il

Adoptant le centre du rail comme origine du repére absolupert représenter le probléeme comme
ci-dessous.

Le mobile est un solide en mouvement plan. |l posséde domaaximum 3 ddl. Le contact avec le
rail et la condition de roulement sans glissement constitdeux liaisons de sorte que le mobile ne
possede qu’un seul degré de liberté.

Pour décrire son mouvement, on introduit I'an@l€ui mesure la position du centre d'inertie par
rapport a I’horizontale et I'anglé qui mesure la rotation autour de son centre d'inertie (vginr).
Ces deux variables sont liées par la condition de roulenzarg glissement.

Le roulement sans glissement se traduit par la condition

ﬁyobile — ;c-'qf‘i'
ou 82" = 0 puisque le rail est fixe.
Le vecteur position d’'un point matériel quelconque du pmuwrdu mobile est donné par
ss=(R—a)e +ae
et sa vitesse par _
$=(R—a)begt+awne
ol w = §E; est le vecteur de Poisson du mobile. Considérant en pagtidal vitesse du point
matériel en contact avec le rail en K, on a
5 = (R—a)0ey + apE, A g = (R— a)Pey + adey
de sorte que la condition de roulement sans glissementdgttpar la relation

(R—a)p+ap=0 (1)

Les forces agissant sur le mobile sont

o la force de pesanteung, force conservative appliquée au centre d'inertie du neobildirigée
verticalement vers le bas;

e la force de liaisorR = Ne + Teg appliquée en K et de direction inconnue dans le plan du
mouvement.
Le théoréme de I'énergie cinétique en O s’écrit
ou
dVing

Po=R-S+mg-Sc=——~



puisquesc = 0 en vertu de la condition de roulement sans glissement etagferde de pesanteur
est conservative. On obtient alors l'intégrale premiereateservation de I'énergie

ou
Ving= —mgR—a)sin6
et
1 . 1 . 1
To= émHSCHZJFTC = émHSCHZJF S@Jcrw

TR S ST R 202, L 2
= SMllc)*+ 5Jcd? = Sm(R—2)°6 +2kma?¢

Dés lors, I'intégrale premiere s'écrit

%m(R— a)%6° + %kmazcb2 —mgR—a)sine=E

ou la constant& peut étre déterminée en utilisant les conditions initiélepos erd = 6), soit
1 . 1 . .
SM(R- a)%6% + Ekmaﬁbz —mgR—a)sind = —mg(R— a) sinfy 2)

. Au moment ou le mobile atteint le bas du rail ®e- 11/2, sa vitesse s’écrit
5 = (R—a)BE, = V,E,
et son vecteur de Poisson
w = <I)EZ = Wk EZ

La valeur ded en 11/2 s’obtient en éliminang de I'équation (2) grace a la condition de roulement
sans glissement. On a

%(R— a)%0° + g(R— a)?6? — g(R—a) sinB = —g(R— a) sinBp

soit
%(14— k)(R— a)?6? — g(R— a)sind = —g(R— a) sinfy

de sorte que

V.= (R-a)[0]; = \/Zg(R_?fk— sinBp)

s

2
ou v, > 0 vu la configuration étudiée. La vitesse de rotation cooedpnte s'obtient grace a la
condition de roulement sans glissement. On a

Ve _}\/ZQ(R— a)(1— sinBy)
a a 1+k




Vi.

Adoptant comme origine du repére absolu dans cette deuxibase du mouvement la position du
centre d'inertie du mobile a I'instant ou celui-ci toucheplan horizontal, on peut représenter le
probléme comme ci-dessous.

Ey

X e
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Dans cette deuxieme phase du mouvement, la coordofimégerant la position du centre d'inertie
du mobile est remplacée par la coordonéaesurant son déplacement selon I'é&e L'angle ¢
décrit encore la rotation du mobile autour de son centreediig

vii. Calculons la vitesse du point du mobile en contact aegaldn horizontal au moment ou le mobile

touche le plan. Le vecteur position d’un point matériel guaatjue du pourtour du mobile est donné
par
so = XEx + 3ae

et sa vitesse par
Sp = XEx+3aw AN e

ol w = PE; est le vecteur de Poisson du mobile. Considérant en pagtidal vitesse du point
matériel en contact avec le rail er, n a

Sk = XEx + 3adE; A (—Ey) = (x+ 3ad)Ex
Au moment ol le mobile touche le plan horizonte: v, et$ = w, de sorte que
S = (Vi + 3w, ) Ex
En vertu du roulement dans glissement dans la premiére phase, + aw, = 0 de sorte que
S = (Vi =3V, )Ex= —2v,Ex # 0

Le mouvement initial du mobile sur le plan horizontal est@an roulement avec glissement.

viii. Les forces agissant sur le mobile sont

¢ la force de pesanteung, force conservative appliqguée au centre d'inertie du neobildirigée
verticalement vers le bas;

e la force de liaisorR = NEy + TE, appliquée en Ket de direction inconnue dans le plan du
mouvement.

. Le théoréme de la quantité de mouvement s’écrit

No =G

soit .
No =m&c =mg+R
ousc = XEy, donc

Les projections de ce théoreme sur les dest Ey donnent
MX=T 3
N =mg 4)

6



X. Lapplication du théoreme du moment cinétique dans utegys d’axes centrés au centre d’inertie

Xi.

Xii.

et paralléles a des axes inertiels conduit a

He=Mc
ou
Hc = Jc- w = km&d E,
et
Dés lors,
kme'd E, = 3aTE;
soit

kmap = 3T )

Les équations (3), (4) et (5) doivent étre complétées yra quatrieme équation pour pouvoir
déterminer les 4 inconnues ¢, N et T. Puisque le mobile glisse, c’est la loi du frottement qui
constitue cette quatrieme équation. On a

T=TE, = —ulNle—:H — —pumgsgnX+ 3ab)Ex
Au début de la deuxiéeme phase} 3ap = —2v, < 0. On a donc
T=umg (6)

Eliminant T dans I'équation (3) grace a I'équation (6), on obtient
mX = umg

de sorte que
X=Ugt+V,

ou on a tenu compte de la condition initiade- v,.
L'équation (5) donne quant a elle

kmap = 3umg
de sorte que
_3ug
b= q LT

ol on a tenu compte de la condition initidle= w,.

Le mobile arréte de glisser quand la condition de roulemams glissement sur la rail horizontal est
vérifiée, c'est-a-dire quand
X+3ap =0

ou encore, en introduisant les expressions des vitessesuss ci-dessus, quand

9
HOt+V, + Eugt+ 3aw, =0

Une phase de roulement sans glissement commence ddnre rou

V; + 3aw.

9
Hg<1+ E)

Quand le mobile roule sans glisser les équations (3), (B)aeétent valables. L'équation (6) doit
par contre étre remplacée par la condition de roulementgl@msemenk + 3ap = 0.
On obtient donc

te:_

kma., km
c_T . Kkma,  km,
mx 3 ¢ 9x

7



soit
X=0

On en déduit ausdi = 0. PuisqueN = mg on a donc a chaqgue instant
T] <IN

de sorte que le mobile continue a rouler sans glisser a gitassstante. La vitesse limitg du centre
d’inertie vaut

. V, + 3aw; V, + 3aw;
Ve = X(le) = —Ug+7 + Vi = —;9 + Vi >V,
ug<1+ E) 1+E



