¥ LI EGE Aot 2019

universite MECAO0003-2 - MECANIQUE RATIONNELLE
Prof. Eric J.M.DELHEZ
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Répondez aux d#fentes questions sur des feuill&pai€es.

Indiquez sur chacune de vos feuilles vatrgnéro d’ordre votre nom de famille en
MAJUSCULES et votre pnom en minuscules.

Rendez le carton avec votre néra d’ordre en néme temps gue vos copies.

i. Définissez le concept dlerce conservativeDe cette définition, déduisez I'expression partiagdide
la puissance développée par une telle force.

ii. Définissez le concept didrce centraleMontrez que le mouvement d’un point matériel soumis a une
telle force est plan.

iii. Etablissez la relation entre le moment cinétique d’undgotapporté a un systéme d’axes centrés en
son centre d’'inertie et gardant une orientation constarigetenseur central d’inertie de ce solide.

iv. Définissez le concept depuple de réaction gyroscopique

Question I

On considére une bille homogene de massescillant & I'intérieur d’un demi-cylindre creux d’axe
horizontal et de rayoR. Le mouvement est plar I'instant initial, la bille est lachée sans vitesse de la
position indiquée sur la figur®§ > 0).

i. Dans un premier temps, on assimile la bille & un pointemekglissant sans frottement a l'intérieur
du demi-cylindre.

(a) Relevez toutes les forces agissant sur la bille aves lganactéristiques principales (direction,
force appliquée ou de liaison, force conservative).

(b) Ecrivez I'equation difféerentielle vectorielle du mouwaent de la bille.
(c) Déterminez la période des petites oscillations déellia dutour du point A.
Tournez la page.



ii. Dans un deuxieme temps, on assimile toujours la billemgoint matériel mais on tient compte du
frottement a l'intérieur du demi-cylindre. Le coeffictede frottement eqt.

(a) Relevez toutes les forces agissant sur la bille aves leanactéristiques principales (direction,
force appliquée ou de liaison, force conservative).

(b) Ecrivez I'equation differentielle vectorielle du mouwaent de la bille.
(c) Montrez que la bille ne se met en mouvement que@j tg |L

A partir des équations linéarisées obtenues sous It es petites oscillations autour du
d) A partird t I bt I d tit llat tour d
point A, déterminez la loi du mouvement du point matéramhslle cas particulier oy = 2.

iii. On assimile ensuite la bille a un solide parfaitemgutiérique de rayoa < Rroulant sans glisser sur
la surface intérieure du demi-cylindre. Le coefficient d@tEment esfL. Le tenseur central d’inertie
de la bille est donné par

2
Jec = =mé&l
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(a) Relevez toutes les forces agissant sur la bille avee learactéristiques principales (point
d’application, direction, force appliquée ou de liaistorce conservative).

(b) Déterminez le nombre de degrés de liberté de la billenteoduisez la(les) coordonnée(s)
généralisée(s) appropriée(s) pour en décrire cetapient le mouvement.

(c) Ecrivez la condition de roulement sans glissement de la bilt la surface intérieure du demi-
cylindre.

(d) Ecrivez le theoréme de I'énergie cinétique dans des akesolus placés au centre O du demi-
cylindre. Déduisez-en une intégrale premiére.

(e) Montrez que le mouvement est fait d'oscillations péiqoes d'amplitudefy autour de la
verticale inférieure.

() Déterminez la période des petites oscillations deile lautour du point A. Pourquoi cette
période est-elle differente de celle d’'un pendule sindgldongueuR—a?

(9) Ecrivez le theoreme de la quantité de mouvement.

(h) Sous I'hypothese des petites oscillations autour dotp®, déterminez la valeur maximale de
I'angle initial 8o compatible avec le roulement sans glissement.



SOLUTION

Question |

\oir livre de réféerence.

Question I

(a) Les forces agissant sur la bille sont
e mg: la force de pesanteur, force appliquée conservativgéatrizerticalement vers le bas ;
e N =Ng : la force de liaison normale au demi-cylindre vu I'absenedrdttement.
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(b) L'équation de Newton pour la bille s'écrit (voir figyre
mép = mg+ N

ou
S =Rer
soit ) .
mRBey — MRB%e, = mgcosBe, — mgsinBey + Ney

(c) Projetant cette équation sey, on obtient
RO+gsing =0
c'est-a-dire, dans le cas de petites oscillationsfsir, 6 — 0),
0+=6=0
+ R

soit
0 = Acoswt + Bsinwt

OU A et B sont des constantes et ol on a posé



La période d'oscillation est donc

R
T=2m/—
g
ii. (a) Lesforces agissant sur la bille sont
e mg: la force de pesanteur, force appliquée conservativgéatrizerticalement vers le bas ;
e R=N+T =Ne + Tey : la force de liaison de direction inconnue.
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(b) L'équation de Newton pour la bille s'écrit (voir figyre

mse =mg+N+T
ou
S =Rer

soit
mRBey — MRB%e, = mgcosBe, — mgsinBes + Ne; + Teg

Projetant cette équation sereteg, on obtient
N = —mRH? — mgcosd 1)

et
T = mRD + mgsin® 2)
(c) Labille restera au repos a sa position initiale si laficpmation® = 6y, 6 =0, 8 = 0 vérifie les
équations (1)-(2) aveld | < y/N|, c’est-a-dire si

mgsinBy < umgeosfy  soit  tgBy <

La bille ne se mettra donc en mouvement que Bhtgy L
(d) Dans le cas ou la bille glisse, la loi du frottement gtec
S

T=Teg=—HN|——

150l

ou .
S = ROey



@)

Le mouvement initial se fera forcément vers le lﬁ&(O) de sorte que

T = uN| = p(mRB? + mgcosh) (3)
L'élimination deT entre (2) et (3) donne
RO -+ gsin® = p(R6? + gcos)

soit, apres linéarisation, )
RO+ g0 = ug

La loi des petits mouvements s'écrit alors

B(t)=n <1+ cos\/gt>

en prenant en compte les conditions initiaigs= 21 et = 0.
Cette premiere phase prend fin quand la vitesse s’annula. On

o) — —ue / Dsin. /8
B(t) = u\/;sm\/;t
6=0 pour t:n\/g

A ce momentf = 0 et, en vertu de la conclusion du point (c), la bille s’arééfinitivement a
la position verticale inférieure.

de sorte que

Les forces extérieures agissant sur la bille sont

e mg : la résultante des forces de pesanteur agissant surda foilce appliquée conservative
agissant au centre d’inertie C de la bille et dirigée vatément vers le bas;

e R=N+T=Ne +Tey: laforce de liaison de direction inconnue agissant au ptErtontact
K entre la bille et le demi-cylindre.
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(b)

()

(d)

(e)

La bille est un solide en mouvement plan. Elle posséde do maximum 3 ddl. Le mouvement
sur le demi-cylindre et la condition de roulement sans giissnt constituent deux liaisons de
sorte que la bille ne posséde qu’un seul degré de libleaig: décrire le mouvement de la bille, on
introduit I'angle® qui mesure la position du centre d’inertie par rapport aeldivale inferieure
et 'angled qui mesure la rotation de la bille autour de son centre dimévoir figure).

La condition de roulement sans glissement s'écrit

5 = 0E,;A (R—a)e +0E,Aag =0

soit _
S = (R—a)Bey +apeg =0
ou encore _
(R—a)6=—ad
Le théoreme de I'énergie cinétique en O s’écrit
: . . (s)V/
To=Po=R-&+mg-&=—= ¥

ou on a tenu compte de la condition de roulement sans glessesh du caractere conservatif de
la force de pesanteur. On a
Ving= —Mg(R— a) cosd

et .
1. 1. 1 m(R—a)?0?> 2ma
To = =m||&c|[?+Tc = =m||&||?+ =0E,- Jc- OE, = 2
o ZHSCH‘FC ZHSCH‘FZ¢ZJC¢Z > +10¢
soit, en utilisant la condition de roulement sans glissemen
7m(R— a)26?
To=———
10
Introduisant ces valeurs dans le théoréme, on obtient
d [7m(R—a)26?
¥—mg(R—a)cose =0 4

dt 10

qui donne directement l'intégrale premiere de cons@mnale I'énergie
7m(R— a)262

% —mgR—a)cosb = —mgR— a) cosBy

ou on a pris en compte les conditions initiakes- 6y etb=0 pour déterminer la valeur de la
constante.

Apres simplification, I'intégrale premiere obtersiécrit

l(R— a)0? — gcosd = —gcoshy

10
et peut étre étudiée sur le diagramme du poteXt{é) = —gcosb.
V(6)
_n n
2 2

—8o 8o

—gcoshy




(f)

@

(h)

Le mouvement de la bille consiste en des oscillations gérniees d’amplitudeédy autour de la
position verticale inférieure.

L'équation (4) s’écrit

g(R— a)0+gsind=0

Dans le cas de petites oscillations @ir 6, 8 — 0), on obtient

. 59
e+ﬂ§j59_o (5)
La période des petites oscillations est donc
T —om 7(R—a)
59

La période calculée est supérieure a celle du pendulglside longueuR— a qui vaudrait, dans

les mémes conditions,
R—a
T=2m/—
g

car le solide qui roule sans glisser utilise une partie deésmmngie potentielle initiale pour son
mouvement de rotation propre. Il en a donc moins pour son eraent de translation et prend
plus de temps pour une oscillation compléle.

Le théoreme de la quantité de mouvement s’écrit
No =ms& =mg+R
soit ) _
mM(R—a)Beg — M(R— a)ezer = mgcosBe, — mgsinBeg + Ne + Teg

Lors du roulement sans glissement, on doit ay®jr< p/N|, ouT et N sont les composantes
tangentielle et normale de la force de liaisonuéd coefficient de frottement (statique) entre la
bille et le demi-cylindre.

Sous I'hypothese des petites oscillations, les projastidu théoreme de la quantité de
mouvement sue eteg donnent

N = —mgcosd — m(R—a)8? ~ —mg

et, prenant en compte la relation (5),
: . 5 2
T =mgsin6+m(R—a)8 ~ mgd — ?mgﬁ = 7mw
La condition|T| < p/N| s’écrit donc, puisque I'amplitude des oscillations &st

B < —
0="7



