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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire lé gaivotre compréhension du cours
d’Analyse Mathématique. Il est purement facultatif. Lésultats, bons ou mauvais, ne seront en
aucun cas pris en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilvest conseillé de vous placer autant que
possible dans les conditions d’une interrogation normagpondez aux questions seul(e), sans
interrompre votre travail, dans un délai indicatif de déexires et demie.

Les copies seront reprises lors du cours théoriquerdmars
e Rédigez vos éponses aux questions sur des feuilleémarées.
e Sivous ne Epondez pas une question, rendez une feuille blanche.
e Indiquez lisiblement votre nom en MAJUSCULES suivi de votreprénom en minuscules
dans le coin surieur gauche de chaque feuille.
Des conseils pour une bonne présentation des copies spoiiles sur
http://ww. ntmm ul i ege. be/ ensei gnenment / MATHOO013/ present ati on

Question |
[ee] [oe]

i. Sila série numériquez ay converge, peut-on en déduire la convergence de la %r&a@k ? Justifiez.
k=1 k=1

ii. Justifiez la dérivabilité terme a terme SRde la série

< sin(kx)
k3

=1

Question Il

Y k

X
On considére la série _
kZz k(1—k)

i. Etudiez la convergence de cette série de fonctions.
ii. Sur quel domaine cette série définit-elle une fonctfch

iii. Montrez en justifiant que, poux €] —1,1], on a f”(x) = —1/(1— x) et déduisez-en une expression
analytique def valable suif — 1,1].

Question I
- K

On considére la série -1 X
k;( ) (2k)!

i. Etudiez la convergence de cette série de fonctions.

ii. Sur quel domaine cette série définit-elle une fonctfoh
iii. Montrez qu'il existe una € R tel quef est une solution du probléme differentiel

axXf'+(a+x)f=a, f0)=1

Déterminezn et précisez I'intervalle sur lequel cette solution esaiséd.
iv. Calculezf(1) avec une erreur inférieure 219
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SOLUTION TYPE

i. Non. Pour le montrer, considérons la série Contre-exemple
correct : 2 pts

o o
a'k =
k=1 = k

=,

1
Vérification de [I'hy-
Cette série converge (semi-convergence) en tant quealésinée dont le module du pothese : 1 pt

terme général tend monotonément vers 0. Par contreyia s Violation de la thése :
1pt
00 00 (_1)2k 1 00 1
2%%= 2 a2k
K=1 K=1 K=1
diverge (série harmonique). Total i. : 4 pts
. L. . sin(kx) , .. . , L
ii. La série des fonctiongy(x) = % vérifie les conditions suffisantes de dérivation

terme a terme des séries de fonctionsBudn a en effet

o fre C]_(]R) ; fx e C]_(R) :1pt
e la sériez f(0) = Z 0= 0 converge; Convergence erxg €
k=1 k=1 R :2pts
> fe(X) = > y des dérivées : 1 pt
K=1 K=1

Convergence uniforme
converge uniformément silit puisque son terme général est majoré en moduf¢ la série des dérivées
par le terme général d’une série numérique converdéhitre de Weierstrass), justifiée : 2 pts

coskx)
K2

1
S@’ vxeR

Total ii. : 6 pts

ToTAaL QI : 10 PTS.
Question Il

i. La série donnée
[} Xk

k; k(1—K)

est une série de puissances. L'application du critereudtient a la série des modules

conduit a considérer Application correcte
d’un critere a la série
k+1 _ k+1 —
l Ura| o X K 1=K _ i X k_k=-1_ X~ des modules : 2 pts
k—o0 |Uk| k—00 |X|k k+1 |l— (k—|— 1)| k—o0 |X|k k+1 k
e La série converge donc absolumenpsi< 1, c’est-a-dire ske I =]— 1,1 ouI Conclusions issues du
est l'intervalle de convergence de la série. critére : 4 pts avec une
e La série diverge (avec et sans modulexsi> 1 c’est-a-dire si pénalité de 1 pt si “ab-
solument” pas men-
X €] — c0, —1[U]1, 400 tionné



e Le critéere du quotient ne permet pas de conclure|sk 1.
Nous devons donc étudier séparément la convergenceedesséries numeériques
correspondant =1 etx= —1.
Ces séries s’écrivent

> 1 > (=1
2 ki-k 2 k((l—)k)
K=2 K=2
Convergence (ou
La premiere est une série dont le terme général estumijtegatif. Pour étudier sa convergence abso-
convergence, on peut considérer la série opposée lue) enx =1 : 2 pts
" dont 1 pt pour la
z 1 justification
& k(k—1)
qui est une série a termes positifs convergente puisque Convergence absolue
enx= —1: 2 pts dont
1 ~ iz, (k — o) 1 pt pour le caractére
k(k—=1) kK absolu de la conver-

i.e. son terme général est asymptotique au terme géenénaédiérie de Riemann 9€/C€

convergente.

La d . L. i arie altern . lahent pui | Conclusions sur la
a deuxieme série est une série alternée qui convergelahent puisque le convergence uni-

module de son terme général est asymptotique au termirgjéiune série de forme - 3 pts dont 1 pt

Riemann convergente. pour la justification

par la série de puis-
sances et 1 pt pour
La série de puissances converge donc simplement-siid]. En tant que série de /'€xtension au fermé
puissances, elle converge aussi uniformément sur taenvailte fermé borné inclus
dans son intervalle de convergerice:] — 1,1]. De plus, puisque la série converge en
x = +£1, sa convergence uniforme est assuréd-siirl]. Total i. : 13 pts

Définir une fonction =

ii. La série de puissances donnée définit une fonction lercun des points ol elle converger : 1 pt

converge, c’est-a-dire sur l'intervalle-1,1]. Intervalle correct : 1 pt
Total ii. : 2 pts

La série de puissances définit une fonctibfx) indéfiniment continiment dérivable

sur son intervalle de convergente=| — 1,1] et dont les dérivees successives se

calculent en dérivant terme a terme. On obtient succoessEnt Justification théorique
de la dérivation terme
aterme: 1 pt

f'(x) = Xt Calcul des dérivées :
& 1-k 1pt
, © o S | Utilisation  de la
i) = =3 x77==5 X'=7—~ limite de la série
k=2 =y

géométrique : 1 pt
ou on a modifié I'indice de la séri& ( k+ 2) pour permettre l'identification d’une
série géométrique convergente de raig@vec|x| < 1.

Dés lors, une premiere primitivation donne
, -1
£(x) :/ﬁdm—c —In(1—x)+C

3



ouC est une constante. Si on tient compte du fait §{@) = 0 puisque

o k-1
k=2 1-k x=0

il vient C=0 et
f'(x) =In(1—x)
Une nouvelle primitivation, par parties cette fois, donne Expression analytique
« ) correcte de f(X)
f(x) :xln(l—x)+/mdx+c 2 pts, dont 1 pt pour
1 x 1 ) la détermination des
=xIn(1-x)— [ ——dx+ / ——dx+C constantes
1-x 1-x

=xIN(1—x) —x—In(1—x)+C

oll la constant€ = 0 puisque

0 Xk
[k; k(l_ k)] x=0 P

L'expression analytique d&(x) valable surl =] — 1, 1] s’écrit donc

f(x) =(x—=1)In(1—x) —x

Total iv. : 5 pts
ToTAL QIlI: 20 PTS

Question I

i. La série donnée N Application correcte
(_1)kﬂ XK d’un critere a la série
kZ) (2Kk)! des modules : 2 pts
est une série de puissances. Conclusion issue du
L'application du critére du quotient a la série des medwonduit & critére : 2 pts avec une
pénalité de 1 pt si “ab-
im Ukia| im X (k+ 1) (2K)! _ x| lim k+1 _0 solument” pas men-
koo |Uc| ko |X[K kKl [2(k+1)]! k—oo (2K+2)(2k+ 1) tionné
La série converge donc absolument &urEn tant que série de puissances, ell€onclusion sur la
converge aussi uniformément sur tout intervalle ferm@éanclus dans son intervalle convergence uni-
de convergenceé = R. forme : 2 pts dont 1 pt
pour la justification.

Pénalitt de 1 pt si
“convergence uni-
forme surR”

ii. La série de puissances donnée définit une fonction lEtun des points ou elle Total. - 6 pts

converge, c'est-a-dire Sit. Définir une fonction =
converger : 1 pt

Intervalle correct : 1 pt
Total ii. : 2 pts



iii. Toute série de puissances définit une fonction imdéafent continument dérivable

sur son intervalle de convergence et dont les dérivéesesaives sont obtenues en
dérivant terme a terme. En particulier, Justification ici ou plus
l K kI k g1

. tard de la dérivabilité
! —
f'(x) = k;)( 1) Z

terme aterme : 1 pt
Expression de la
) L dérivée, avec ou
puisque le terme correspondant a l'indice: 0 est nul.
, sans le changement
On a alors successivement

k k'k 1

d'indice : 1 pt
Axf'(x) + (o +x) f(x)
© k! k ot k'
=4S (—DK—=— (a+x) k K
2,V Z)
> k'k kl
=45 (-1 *ta§ (-1 X<+ k X (a)
3 (Y gk a3, Z
Manipulations permet-
ol lindice de la troisime série peut étre modifé+ k— 1) pour obtenir toutes des tant d'obtenir une série
puissancesX. On a unique : 3 pts
il kI il (k— 1)I il (k=1)!
( 1)k k AR X
k;) Z Z 2k (2k—2)!
La deuxieme série peut aussi étre réécrite pour abtaninéme valeur initiale de
l'indice sommatoire que dans les deux autres séries, soit
l k! k!
ay (—1)K XX=a+a 1) X<
k;( ) (2k)! Z (2k)!
Finalement, &) s’écrit sous la forme d’une série unique
l kik k! (k=)' ]
at+y (~1)K [4 +a —
k; ) (2k)! (2k)!  (2k—2)!
—a+ f (—1)‘<u [4k? + ak — (2K) (2k — 1)] x©
& (2k)!
- (k=1)! k
—a+ Y (=1 ak+ 2k) X
=0o+ i (—1)k£ (0 +2) XK
& (2k)!
Pour quef vérifie I'equation différentielle, cette expressionitdiire égale au second
membre de I'équatiory. Ce sera le cas si = —2. a=-2:1pt
Par ailleurs, la condition initiale est également vésgfparf puisque Vérification de la
condition initiale : 1 pt
ad k! Validite de la solu-
f(0) = —1)k ¥ =1
© [kZo (=1) (2k)! ] o tion sur lintervalle de

convergenceR de la
Sia = —2, la fonctionf définie par la série est donc bien une solution du problensérie : 1 pt

differentiel proposé suf = R ou la dérivation terme & terme est permise pour ungstification de la
série de puissances. dérivation terme a
terme (si pas déja
attribué plus haut) :
1pt
5 Total iii. : 8 pts



Enx=1,
K

f1) = k;(—l) 201

Il s'agit d’'une série alternée convergente dont le modilleterme général tend

monotonément vers 0 puisque, d'une part,

ik 1 o
e (2K)1 ko (2K)(2k—1)...(k+1)

et que, d’autre part, la fonctidd /(2k)! est décroissantek > 0.

L'erreur commise en approchant cette série par une de sanas partielles est donc
majorée en valeur absolue par la valeur absolue du preeriaetnégligé, soit

nloo K n!
f(1) = I(ZO(—l) 2! +& avec g < )

Recherchons la plus petite valeurmpour laguelle

n!

<102
(2n)! —
On calcule successivement
2! 1
=2, —=7->107?
n=2 -1
3! 1
n=3 = =-—<1072
Bl 120

On peut donc approchdi(1) avec une erreur inférieure a 1par

2 k! 1 1 7
1)K =14 ==
DR ARV IRE T

Principe de la majora-
tion de l'erreur : 2 pts,
dont 1 pt pour la justi-
fication

Valeur den ad hoc :
1pt

Valeur approchée de
f(1):1pt

Total iv. : 4 pts
ToTAaL QIIl : 20 PTS.



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

i. La confusion entre “condition nécessaire”, “conditisnffisante” et “condition nécessaire et
suffisante” est source de nombreuses fautes. Pour chacuésiggats théoriques et des critéres
établis au cours, il convient de bien identifier le sens dedications,i.e. ce qui implique quoi, et
ne pas supposer que les implications peuvent étre rexegers”

e En particulier, rappelons que le terme général d’'ungs&mvergente tend vers zéro. C'est une
condition nécessaire de la convergence. La réciproquéaesse. Il ne suffit pas que le terme
général d’'une série tende vers zéro pour que cellefoiarge.

Pour cette raison, lmisonnement suivant est error :
Comme

Z ax converge
K=1

son terme §réral tend verd). La frie des a étant compose des termes d'indice pair de la
série des g, son terme gréral tend aussi vers 0Donc,

2]

Z agk converge.
K=1

L'erreur se situe dans la derniere implication. Toutesskrges dont le terme général tend vers 0
ne convergent pas forcément. La série harmonique en estample.

e Dans la méme ordre d'idées, les conditions suffisanteseetgence des séries a termes positifs
apportées par les differents criteres (quotient, a@omparaison et ek®) ne peuvent étre
interprétées comme des conditions nécessaires. Lagmnce peut étre acquise en dehors du
cadre défini par ces criteres de convergence.

Des lors, leraisonnements suivant est erro@ :

Puisque
Z a, converge
K=1

on peut en dduire que
jim 121l
k—oo  |a]

Il existe des séries convergentes pour lesquelles ce mappst pas strictement inférieur a 1. Par
exemple, pour la série convergente

1

o  4\k
> (=1) , ona lim [Besa] _ lim =
& K koo |ak] koo K41

ii. Pour répondre a une telle question, il est impéragifadnnaitre la cadre théorique, en particulier
les conditions suffisantes de dérivabilité terme a ted'nee série de fonctions. Ensuite, il s’agit
simplement de vérifier ces conditions une a une dans la taster.

On notera que la série de fonctions a considérer ici ngastune série de puissances. Il n'est donc
pas correct d'utiliser les résultats particuliers résadi ce type de séries de fonctions.

A noter également, I'une des conditions suffisantes dieafgitite terme & terme est la convergence
de la série en une valeny de l'intervalle (la valeurxy = 0 étant ici la plus simple). Il n’est donc
pas nécessaire de prouver la convergence de la sériete@ébu



De trop nombreuses copies témoignent d’'une confusiore €xtet Cy. On désigne pa€; I'en-
semble des fonctions continllment dérivables, c’edit@-continues, dérivables et dont la dérivée
premiére est elle-mé&me continue. La notat@yfait quant a elle référence a 'ensemble des fonc-
tions continues.

Question I

i. e Lorsgu'on étudie la convergence d'une série de fonctifyndl convient d’examiner la conver-
gence simple — pour déterminer I'ensemble des valeursprir lesquelles la série définit une
fonction — et la convergence uniforme — afin de pouvoir [ercies propriétés des fonctiolfis
dont hérite la limite de la série de fonctions —.

La convergence simple peut aussi &tre précisée en ianlicgila série converge en moduile, si
la série converge absolument.

e Rappelons qu’'une série de puissances converge unifoemésur tout intervalle fermé borné
inclus dans son intervalle de convergence (ick| — 1,1[). En général, on ne peut pas affirmer
gu’une série de puissances converge uniformément suntualle de convergence. Ici, puisque
la série converge ex= +1, la convergence uniforme est cependant assurée-4ut| (et donc
également sur).

e Les notations ~"et “=" ne sont pas équivalentes. Il faut veiller & les utiliserrectement. Pour
caractériser le comportement asymptotique du termergéd’une série, on pourra par exemple

écrire 1 1
- L= Kk
- "k ke
en ayant soin d’'indiquer que ce comportement est valableo@inage de l'infini. Par contre,
I'écriture
1 1
k(k—1) k2

est incompléte car elle n’'indique pas dans quel voisinag@&é&ux membres sont comparés I'un a

l'autre. L'expression
1 1

k(k—1) k2’
est aussi incorrecte car il n’existe pas de valeuk peur lesquelles les deux membres sont égaux.
e Lors de I'étude de la convergence de la série, il ne fauppedre de vue que le critere du quotient

(ou de laracine) s’applique a la série des modules. Rafesmodule équivaut a la valeur absolue.
Dans I'exercice considéré ici, le terme général destdesést

(k— @)

u —7Xk
“T k(1K)

Le facteur(1— k) étant strictement négatif pour tokit- 2, le module du terme général est

ik

e

e Dans cet exercice, le critére du quotient ne permet pas mewe quant a la convergence de la
série pourx = 1. Pour pouvoir progresser, le critere iéhse préte bien. Mais il est important
de noter que ce critére, lui aussi, ne peut étre appliguéug séries a termes positifs. Vu le
caractere négatif du facte(t — k), vk > 2, on étudie donc la convergence de la série opposée
(ou des modules).



Rappelons que l'intervalle de convergence d'une sggipuissances est, par définition, le plus grand
ouvert I sur lequel la série converge (absolument). Méme si lee sEmverge en une extrémité
de I, ce point n'appartient pas a l'intervalle de convergericee faut donc pas confondre l'inter-
valle de convergencd (=] — 1,1] dans cet exercice) et le domaine sur lequel la série coav@p
[—1,1]). Certains résultats n'ont été demontrés en touteg#ité que sur l'intervalle de conver-
gence. D’autres s’'appliquent a I'ensemble sur lequekliestonverge. En particulier, toute série
de fonctions définit une fonction sur son domaine de comverg, c'est-a-dire en toxtou elle
converge.

e Ce point commence par le calcul de la dérivée de la sémist important de justifier le fait que
la série est dérivable terme a terme (voir la solutiore}yp

e Lors du calcul des primitives, il faut penser a faire apfiegdes constantes de primitivation et les
déterminer ensuite en utilisant les conditions initialesnées. Méme si ce calcul conduit a des
constantes nulles, il est important que le raisonnemenhapparent.

Question I

Outre l'importance d'étudier les convergences simplargforme de la série (voir remarque de la
guestion 1), il n'est pas correct de qualifier la série tahée. En effet, il faut tenir compte de la
présence du factex¥. Par exemple, lorsqueest strictement négatif, la série

00

k!
2 Vg

est & termes positifs.

Méme remarque qu’a la question Il.
e Lors du calcul de la dérivée terme a terme de la série desanices, la premiere écriture

) °° k KK g

f (X) - kZO (_1) (Zk)I X
pourrait laisser croire a la présence d'une singulaité = 0. En effet, lorsquek = 0, cette
écriture fait apparaitre un terme gn* qui n’est pas défini er= 0.
L'expression §) constitue un abus d’écriture assez habituel. La singélan x peut &tre
écartée en remarquant que ce terme est multiplié par atauiaqui est nul pouk = 0. Ceci
laisse néanmoins une certaine ambiguité qui peut@iéelen explicitant les premiers termes de
la série

(©)

00

Lk Kk
= g

1 2, 6
—1—§X—|—ﬂ —ﬁ)xg‘F

et en dérivant terme a terme,
1 2

6
' X)=0— =+ = 2%— —— 3%+ ...
(x)=0 2+24 X 7203xjL

> Kk
-2 Y

La série des dérivees commence donc effectivemenk enl. C'est de cette fagcon que
I'expression {¥) doit &tre interprétée.




e Afin de ne pas se perdre dans les manipulations permetearird’ sous forme d’une série unigue
la combinaison des dérivées apparaissant dans I'@qudiiferentielle, il convient de poursuivre
les objectifs suivants :

— Les differentes séries a combiner doivent faire afiparda méme puissance de la variable,
ici X¥. Au besoin, l'indice (muet) de la série peut étre modifiar(exemplé — k— 1).

— Les differentes séries a combiner doivent débuterra@me de valeur de l'indice. Si ce n'est
pas le cas, on extrait le(s) premier(s) terme(s) des s&aexemple,

iv. La valeur def(1) s’exprime au moyen d’une série numérique alternée. Rustifier la majoration
de l'erreur, il convient de citer les résultats relatifsxagries alternées en vérifiant les hypotheses
correspondantes. La convergence absolue de la sériefitgoasf Il faut vérifier que le module du
terme général tend monotonement vers 0 pour que I'er@unise en approchant la série alternée
par une de ses sommes partielles puisse étre majorée ar wdisolue par la valeur absolue du
premier terme négligé.
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