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Etudiez I'existence de l'intégrale

Y2 In@
———do
/o (cosB)P

en discutant s'il y a lieu en fonction de la valeur du paras@tc R.

Question I

Inversez I'ordre d'intégration, en justifiant, et évatue

1 1 X2y
_ Y __dx)d
/0 </w (42 4y?)? X> Y

Question I

On considere le domairdécrit par
E={(xYy.2 €R*:x>0,y>0,2>0, x+y>2a 2y+x<6a y"+7 < 4a°}

oU a est une constante réelle strictement positive qui a legfsons d’'une longueur.

i. EsquisseZ en expliquant votre construction.
Suggestion : Identifieg; = {(x,y,z) e R3: x>0,y >0, z> 0, x+y > 2a, 2y+Xx < 6a} et

Ex = {(X,y,Z) €R3:X207 YZQ 2207 y2+22§4a2}

et consi@rezE comme l'intersection dg; etE,.
ii. Calculez le volume de&.



Soit 2 e
m n
———doe

/o (cosB)P
Nous constatons d'abord que, quel que BaitRR, Continuité de

ng l'intégrande sur

0.71/2 0,T/2[ VB : 1 pt
cosa)p < Col02) .12

Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bonwdus dang0,1/2[. Dés lors, Intégrabilité au voisi-
I'existence de lintégrale dépend uniquement de Ignébilite aux voisinages de 0 etnage dé pour toutf3 :

deT/2. 3 pts, dont 2 pts pour
la justification.
¢ Auvoisinage de 0, cd~ 1, de sorte que Si le voisinage de0
Ino 1 est traité aprés celui
———~InB=0o( — 60" de /2, il suffit que
(cos9)? () @~ : !

l'intégrabilité auV (0)
soit énoncée et jus-
tifiee pourf} < 1.

e Auvoisinage det/2, en exploitant le comportement asymptotiquexsirx, (x— 0),  Intégrabilité au voisi-

ce qui garantit I'intégrabilité dans le voisinagefle: 0 quelle que soit la valeur d&

on peut écrire nage daty/2 sifp<1:
N6 N6 1 - L pt
n 5= nn ~ |n(n/2)76’ (86— I ) Non-intégrabilite  au
(Cos0)® P (5 — 6) (E _ e) 2 voisinage deTy2 si
2 B>1:1pt
Des lors, la fonction n’est pas intégrable dans le voigindert/2 si3 > 1 mais est Justification de ces
intégrable pour toup < 1. résultats : 1 pt
En conclusion, Synthése des
résultats : 1 pt
/"/2 N® 16 existe si et seulement Bi< 1
——— dO existe si et seulement Bi< 1.
o (cosB)P
ToTAL QI : 8 PTS
Question I
Ecriture de lintégrale
L'expression double avec iden-
L /1 /1 X2y dx) d tification — de E
~Jo Uy (R +y?)? y (mathématique  ou

ne peut raisonnablement &tre calculée telle quelle maig ptre considérée comme Iagraphlque) ‘2 pis.

réduction de l'integrale double

Justification de
X2y . . I'équivalence par

si celle-ci existe (Theéoreme de Fubini).



Lintegrande n’étant pas continu sBipuisque non défini e(0,0), il faut faire appel au
critere de Tonelli pour justifier I'intégrabilité. Pag kritere de Tonelli, cette existence esiAppel a Tonelli pour
assurée si on peut trouver un ordre d’intégration péetiéé la fonction en module qui a justifier I'intégrabilité
un sens. Puisque l'intégrande est positif BuPintégrabilité pourra donc étre vérifiee pardansR? : 2 pts, dont
I'existence des intégrales successives conduisant aul cil. 1 pt pour le signe po-

En inversant l'ordre d'intégration par rapport a celubposé dans I'énoncé (poursmfdelmtegrande.

faciliter le calcul des intégrales), on obtient successignt Renversement de
l'ordre d’intégration :
2 pts.
| =
/ / 4x2+y2 A
x Calcul de la premiére
= / [ X2 +y2} dx intégrale : 2 pts.
1 Calcul de la deuxieme
_/_ P odgx= 2o Y 4« intégrale : 2 pt
=)o |8~ 2200 =/ 8 2 intégrale : 2 pts.
8|1+ (3)

1 Résultat correct : 1 pt
— [5_% t ] 1 oo
arctg- "8 2 g—
L'existence des intégrales simples successives eshaiggustifiee. D'une part, pour Justfication de la
x # 0, donc pour presque toutfixé dans|0,1], la fonction apparaissant dans la premier@remiére intégrale
intégrale est continue par rappory aur le compacio, x?], d’ou 2 pts, dont 1 pt pour le
“pour presque tout x”

X2y

— 7 cLy(]0,%®
(4x2+y2)2 € 1(] , X D

D’autre part, Justfication de la
1 1 deuxieme intégrale :
S~ ool grale -
8 2(4+x2) Co((0.1) 1pt

ce qui assure son intéegrabilité S0r1][. ToTAL Qll : 15 PTS.



Question Il

Soit
E={(xy,2 €R%:x>0,y>0,2z>0, x+y>2a 2y+x< 6a, y*+7Z < 4a}
Comme suggeéré, le voluniepeut étre décrit comme l'intersection de
Er={(xY,2 €R®*:x>0,y>0,2z>0, x+y>2a, 2y+x< 6a}

et
Ex={(xy,2) ER*:x>0,y>0,2>0, y*+7 < 4a%}

qui représentent respectivement la partie du premiemb¢a> 0,y > 0 etz> 0) Premier octant, an-
comprise entre les plans paralleles a OZ d'équatiwasy = 2a et y+x=6a noncé ou mis en
(equations linéaires avec absence de la varigbét la partie du cylindre circulaire oeuvre : 1 pt

droit d’axe OX (variablex absente de I'équation) et de raycasituée dans le premier [dentification de plans

octant. paralléles a OZ : 1 pt
Identification du cy-
z lindre : 1 pt
2 3 .
Z Représentation  gra-
phique avec valeurs
—— utiles des coordonnées
X,y etz utiles : 2 pts
U, 2a
2a \ 3a y
6 \/
X
Total i. : 5 pts
. Le volume du domain& s’exprime par Expression intégrale

du volume : 1 pt
V= / / / dxdydz
E
Existence de

L'intégrale existe puisque l'integrande- (1) est continu sur le compakt Elle peut lintégrale (justifi-
donc étre calculée dans n’importe quel ordre d’intégrapartielle, en vertu du .ation basée sur le bon
theoreme de Fubini. sens -domaine borné-

La surface latérale du domaine étant une portion de aginitlest intéressant d'en aussi acceptee) : 1 pt

décrire la base (le quart de disque de rayon 2a) et de famerva coordonnée
longitudinalex entre les deux plans inclinés, soit

o yvariede 0aa; Réduction de
e poury fixé, zvarie de 0 &/4a2 — y?; l'intégrale : 3 pts
e et, poury etzfixés,x varie de 2—ya 6a— 2y.



Onadonc Calculs : 4 pts

2a \/ 4a2—y? 6a—2y
Vv :/ dy/ dz/ dx
0 0 2

a-y

2a 2a
z/ Va2 —y? [6a—2y—(2a—y)]dy=/ V4a? —y? (da—y)dy
0 0
2a 2a
:4a/ V4a? —y? dy—/ yv4a2 —y? dy
0 0

La premiére intégrale se calcule en effectuant le chaegénte variabley = 2asint,
soitdy = 2acostdt et[0,2a] — [0,71/2]. On a donc,

2a
/ Va2 —y? dy:/ V4a? — 4a2sir’t  2acost dt
0 0

/2 /2
:4a2/ cos’-tdt:4a2/ @dt
0 0

/2

sinZ]"/z_T[az

:Zaz{t—k—
2 0

Le calcul de la deuxieme intégrale s’effectue sans bl On a

2a 1.2 32]?  8a3
/0 yvaa2 —y? dy= [(—5)5(4a2—y2)/] =3

0
8
V=2a(4an- -
(4n-3)

Le résultat obtenu est bien positif et a les dimensions dolome puisqudV| =
[@% = LS. Total ii. : 10 pts
ToTAL QIIl : 15 PTS.

de sorte que

Valeur finale : 1 pt

Remarquons qu'il était aussi possible de réduire Iinéde triple en commencant
par décrire la projection du domaine dans le ptaa O puis en “montant jusqu’au
cylindre”. On a alors

e yvariede O aa,;

e poury fixé, x varie de de d—y a 6a— 2y;

e et, poury etx fixés,z varie de 0 &/4a2 — y2.

Soit
2a 6a—2y 4a2—y2
V= / dy dx / dz
0 2a—y 0

gui conduit exactement aux calculs réalisés plus hastj les bornes d'intégration
ne dépendent que ge



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

e Lajustification de I'existence d’'une intégrale daddgsommence toujours par I'étude
de la continuité de l'intégrande sur le domaine d’inggm. Dans le meilleur des
cas, on peut justifier I'intégrabilité par le fait gu’'ont@gre une fonction continue sur
un compact. Sinon, la démarche permet de justifier l'irgbijté sur tout compact
du domaine d’intégration ou l'integrande est continurdste ensuite a vérifier
l'intégrabilité au voisinage des points ou l'intégdenn’est pas continu.

e Quand l'intéegrande se comporte comme une puissance amagésdes points ou
l'intégrabilité doit étre étudiée spécifiguementy peut exploiter efficacement ce
résultat pour conclure en utilisant les criteres de laieed.7.3. Il importe donc
de chercher a identifier un comportement asymptotique dgpeechaque fois que
cela est possible.

Ici, quelle que soit la valeur dg@au voisinage det/2 on a

(££WNWW375LT’(&%;m
2°9)

et on peut donc identifier les valeurs @gour lesquelles I'intégrale existe et celles
pour lesquelles l'integrale n'existe pas.

e On veillera a utiliser les bonnes notations. En particuli® comportment asympto-
tique doit étre écrit avec le symbote et pas=. Il faut aussi toujours préciser dans
guel voisinage ce comportement est valable.

e La fonction xX* (a € R) n'est pas définie sk < 0. Elle possede cependant un
prolongement continu ex= 0 sia > 0 puisque

imx@=0sia>0 et limxX=1

x—0 x—0

Ici, l'intégrande posséde un prolongement contin®@enTt/2 pourf3 < 0 puisque

: In6 . . In6 11
elng]* (Coso)P =0sip<0 et &?W = nE
Ceci permet de justifier I'intégrabilité (voir formule.@!) des notes de cours 2021)
au voisinage det/2 pour toutes les valeurs @e< 0.
Il n'est cependant pas nécessaire de traiter séparélpgntcasf < 0 puisque
'analyse du comportement asymptotique telle gu'intreeluians le deuxieme item
permet de conclure quelle que soit la valeuide

e On se souviendra qu’une fonction peut &tre intégrableagsinage d’'un poina € R
alors que sa limite en ce point est infinie. Considérons gamele 1/,/X qui est
intégrable au voisinage de 0. Par contre, une fonction gaedimite infinie a l'infini
ne sera jamais intégrable au voisinage de l'infini. Dansasg @n a en effet

%ZOO@DJW%M



Question Il

e Une condition suffisante pour pouvoir changer I'ordre dexdeégrales simples
successives sans changer la valeur de I'expression estidopar le théoreme de
Fubini : il suffit que l'intégrale double correspondanteisex. Pour appliquer ce
théoreme, il convient donc de commencer par exprimee datégrale double, en
identifiant correctement le domaine d’intégratin

En pratique, I'existence d’une intégrale multidimensielhe peut étre justifiee de
deux facons différentes.

o La situation la plus simple est celle ou on integre une tionccontinue sur
un compact, c’est-a-dire un ensemble fermé et bornéi &ssure en effet
l'intégrabilité.

Ici, le domaineE est un ouvert borné mais¢ Co(E) ou E désigne I'adhérence
deE, i.e. le compact formé de I'union dE et de sa frontiere, caf n'est pas
définie en(0,0) (et ne peut étre prolongée continlment en ce point).

o L'autre approche pour justifier I'existence d’'une intégrdouble repose sur
le critere de Tonelli. Lintégrale double existe si on pérouver un ordre
d’intégration partielle de la fonction en module qui esisCette approche
générale est la seule applicable ici.

En général, le fait de pouvoir calculer I'intégrale damsordre d’intégration partielle
et d’obtenir une valeur finie ne permet pas de justifier I'exise de l'intégrale double
car le critere de Tonelli demande la justification desgraées partielles successives
du module de I'integrande. Un résultat different pourrait en ef¢re obtenu dans
un autre ordre d'intégration partielle comme le montrexdimple (5.26) des notes
de cours 2021. Le fait que l'intégrande soit ici de signestamt constitue donc un
élément important du raisonnement qui doit étre mengoexplicitement.

e La représentation graphiqgue du domaine est indispensable seulement pour
voir s'il est borné mais aussi pour pouvoir réduire caatent I'integrale double
dans un autre ordre d'intégration que celui proposé. Roganiser efficacement
son raisonnement et les développements mathématiquasvient d’identifier la
frontiere du domaine et de noter sur les axes les abscisseedoanées correspondant
aux limites des différentes courbes constituant cettetifece.

e L'application du critere demande de justifier chacune d&grales partielles succes-
sives pour presque toutes les valeurs des variables partayxquelles 'intégration
est réalisée ultérieurement. Il fallait donc ici prdeé méthodiquement, en com-
mencant par justifier I'existence de l'intégrale par rapgy sur[0,x%] pour presque
toutx dans[0, 1], ce qui permettait de ne pas considérer O et de garantir la conti-
nuité de l'intégrande par rapportysur [0,x?], puis justifier 'intégrale par rapport &
x par la continuité de l'integrande sid; 1].

e Les dérivées des fonctions transcendantes (voir annpdeient étre connues. Il est

inadmissible a ce stade de ne pas pouvoir identifier giletIx* est la dérivee de
f(x) = arctgx.



Question Il

i. e Reéaliser un dessin soigné, lisible et précis est la pregrétape de la plupart des
exercices de calcul intégral a plusieurs dimensions.

e Le domaine se trouve dans le premier octant puisqued,y > 0 etz> 0. Les
surfaces représentées doivent donc s’arréter aux |aitant le premier octant.

e || est nécessaire de noter sur les axes cartesiens lagrvales coordonnées
correspondant aux intersections des surfaces délimigadbmaine avec ces
axes.

e Quand on travaille en 3D, dafie®, chaque équation représente (normalement)
une surface, méme si une ou plusieurs des variablg®t z sont absentes. En
particulier,y? + 72 = 4a? n’est pas un cercle mais un cylindre circulaire droit
dont la génératrice est paralléle a OX.

i. e La premiére chose a faire dans ce genre de probléme eshderd’expression
intégrale correspondant a la grandeur a évaluer.

¢ |l est ensuite nécessaire de vérifier I'existence dedintle a calculer. Celle-ci
peut étre justifiee par la continuité de I'integrande lsidomaine d’'intégration
si celui-ci a été défini comme un ensemble fermé et bgavec <) ou sur
'adhérence de celui-ci, s'il a été défini comme un enslenborné mais ouvert
(avec une inégalité stricte).

Notons que, dans le cas présent, le bon sens physique peussttde justifier
simplement I'existence de l'intégrale puisque le volurmgrésenté est fini.

e Pour laréduction de I'intégrale, deux approches édgaintas sont envisageables.

La premiere, trés classiqgue quand on doit représentedamaine situé a
l'intérieur d’'un cylindre, est de commencer par décraesection du cylindre
(le quart de disque ici) puis de faire varier la coordonmgitudinale entre les
deux surfaces délimitant le cylindre (les plans inclifggs

La deuxieme approche, tout aussi adaptée dans le casnpr&snsistait a
décrire la projection du domaine dans le ptana 0 puis a faire varier la variable
zentre la plarz = 0 et le cylindre.

e Quand un changement de variables est réalisé pour calmugeintegrale, il ne
faut pas oublier de transformer les bornes d’intégration.

e Quand un énoncé est dimensionnellement correct, ce ybiarsle cas ici, la
réeponse finale doit avoir les dimensions attendues. Icicaoule un volume
qui doit donc avoir les dimensions du cube d’'une longueur. éflkeurs, la
réponse finale doit aussi étre positive, vu son integpid géométrique. Quand
la réponse s’exprime au moyen d’'une différence, il edewe vérifier que
le résultat est positif. Ces deux vérifications permettenrepérer facilement
d’éventuelles erreurs de calcul et d’éviter de présameésultat qui n'a pas de
sens.



