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a bchX
/ dx/ f(x,y)dy
0 0

ou a etb sont des constantes réelles strictement positives.
Changez I'ordre d’'intégration. Précisez des conditismfisantes suf pour que cette opération ne modifie
pas la valeur de l'intégrale.

Question I

. Représentez la surface d’équation

2 |2
X2y 2
2T et

ol a, b etc sont des constantes réelles strictement positives.

. Evaluez le volume intérieur a cette surface en utilisarticul intégral.

On pourra utiliser utilement le fait que I'aire igtieure d’une ellipse de demi-axes a et b vaab.



L'expression

a bch}
/ dx / f(x,y)dy
0 0
est une réduction de l'intégrale double Condition  suffisante
pour pouvoir changer
| = / / f(x,y) dxdy l'ordre : existence de
E l'intégrale double ou
ou (voir figure) fonction continue sur
E={(xy):0<x<a 0<y<bch(x/a)} le compack : 2 pts
si cette integrale double existe, par exemple si la fonctiest continue sur le compagt  Représentation du
domaine : 2 pts,
bch1 dont 1 pt pour les
abscisses/ordonnées
significatives
bch(x/a)
b
E
@] a X

Dans ce cas, le theoréme de Fubini nous permet de chaogarel'd'intégration pour
calculer l'intégrale. Le domaine est alors décrit endatsvarier

e yde 0 ab, et, poury fixé, xde 0 aa;
e puis,y de b & bch1, et, poury fixé, x de la courbey = bch(x/a), c’est-a-dire
x =aarchly/b) aa.
On est alors conduit a évaluer Intégrale avec ordre

inversé : 2 pts
b a bch1l a
/ dy/ f(x,y)dx+/ dy/ f(x,y)dx
0 0 b aarch(y/b)

Question Il

ToTAL QI : 6 PTS

i. La surface 2 2 2

Xy
2 + 2 + P =1

est un ellipsoide de demi-axasb etc. On peut s’en convaincre en constatant que [&tal i. : 2 pts dont 1 pt

section de cette surface par un piaa z, = constante est I'ellipse d’équation pour avoir positionné

5 a, b etc sur les axes.

< yY_,z Justification pas
@ b c? nécessaire

gui dégénere en un point porr= =C.
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ii. Le volume de I'ellipsoide se calcule suivant

vz///E dx dy dz

ou X P Expression intégrale
E:{(x,y,z):x—2+£2+—2§1} duvolgme:lpt
a® b ¢ Description
L'intégrale existe puisque l'intégrande est continu BucompactE. Elle peut donc mathématique du
étre calculée dans n’'importe quel ordre d'intégratiantiglle, en vertu du théoréme domaine : 1 pt
de Fubini. Existence de

lintégrale : 1 pt,
Pour décrireg, la coordonnée verticalevarie de—c ac et, pourz fixé, les variables aussi accordé si jus-

x ety décrivent la surfac&(z) dont le pourtour est I'ellipse d'équation tification basée sur
2 2 2 le fa,lt quc? le vqlum_e .
AN A représenté est bien fini
a P c?

ou encore, sous forme canonique,

X2 y?
2\ 2\*
<a 1- ?> <b 1- —2>
On adonc c Réduction de
V = dz / / dxdy l'intégrale : 3 pts
—C 3(2)
Puisque l'intégrale de la fonction 1 skifz) représente l'aire intérieure de I'ellipse, il
vient Calcul : 3 pts
C
Vo[- E 1
—c C C
c 7 21°
:nab/_c (1—?> dz=Tab [Z_ @} . Volume exact : 1 pt

c 4 Total ii. : 10 pts
= 2T[ab<c— §> = :—%nabc



qui a bien les dimensions d’'un volumeaib et ¢ sont des longueurs et qui donne
bien le volume connu de la sphéreasi b =c.

Remarquons qu'il est aussi possible, mais beaucoup plgsdieréduire completement
l'intégrale. Dans ce cas, il est plus simple de considguerle volume de I'ellipsoide
est égal a 8 fois le volume de la partie de I'ellipsoideteane dans le premier octant
et pouvant étre décrite

e en faisant variex de 0 aa,

2
e puis, pourx fixe,yde 0 aby/1— %

x2 YA
e et enfin, pouk ety fixés,zde 0 ac 1— PR
Méme répartition des

On a donc points que pour la

a by /12 e 12 _ ¥ premiére méthode
V:8/ dx/ a2dy/ * "dz
by/1-%
—8c/ dx/ 1——2—de

Pour calculer I'intégrale par rapportyaon pose

y xR
X2
dy=Db 1—?costdt

et les bornes d’intégration se transformenttea O poury = 0 ett = 11/2 pour

2
y=Dby/1- %, ce qui permet d’écrire
a s a 2 Hl
V:8bc/ (1——>dx/2cosztdt:8bc/ (1—X—2>dx/2Loszdt
0 a 0 0 x 0 2

a

a X2 sin21? x3 4
:4-bC‘/0 <1—?> |:t+T:|OdX:2T[bC|:X_@:|0:§T[abC

soit

ToTAaL QIl : 12 PTS

COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

e Une condition suffisante pour pouvoir changer l'ordre dexdietégrales simples
successives sans changer la valeur de I'expression estidopar le théoreme de
Fubini : il suffit que l'intégrale double correspondantesex Pour appliquer ce
théoreme, il convient donc de commencer par exprimee datégrale double, en
identifiant correctement le domaine d’intégratifin

En pratique, I'existence d'une intégrale multidimensielie peut &tre justifiee de
deux facons différentes.



— La situation la plus simple est celle ou on integre unection continue sur

un compact, c’est-a-dire un ensemble fermé et borné.i @ssure en effet
I'intégrabilité.
PuisqueE est ici borné, on peut dés lors justifier I'existence de&grale double, et
donc la permutation de I'ordre des intégrales partiebedntroduisant I'hypothése
de continuité def surE ou E désigne I'adhérence dg i.e. le compact formé de
I'union deE et de sa frontiere. Sile domaine d'intégratidest décrit initialement
comme un compact, aloBs= E et il suffit de supposef € Co(E).

— L'autre approche pour justifier I'existence d’une intgrdouble repose sur le
critere de Tonelli. L'intégrale double existe si on peauver un ordre d’intégration
partielle de la fonction en module qui existe. Cette appeagbnérale est la seule
applicable sE nest pas borné ou i n’est pas continue St

La représentation graphique du domaine est indispensable seulement pour
voir s'il est borné mais aussi pour pouvoir réduire caeatent 'intégrale double
dans un autre ordre d’intégration que celui proposé. Roganiser efficacement
son raisonnement et les développements mathématiquasvient d’identifier la
frontiere du domaine et de noter sur les axes les absciseedomnées correspondant
aux limites des différentes courbes constituant cettatifece.

Une fois le domaine représenté, il faut décrire cormaetat celui-ci afin de pouvoir
réduire l'integrale. L'expression intégrale propeseétait idéale pour ce domaine
puisqu’elle permettait de décrire celui-ci en une seuis. f6e n’est plus le cas avec
I'ordre alternatif puisque la frontiére du gauche du daomagst constituée de deux
courbes differentes. Lintégrale double doit donc &xprimée comme une somme
de deux successions d’intégrales simples.

Question I

Pour un dessin précis, il était nécessaire de notelesuaxes cartésiens les valears
b etc, correspondant aux limites de I'ellipsoide.

e La premiére chose a faire dans ce genre de probleme esiraied!'expression
intégrale correspondant a la grandeur & évaluer, énisiant mathématiquement
le domaine d'intégratio.

o |l est ensuite bon de s'intéresser a I'existence dediindle a calculer. Celle-ci peut
eétre justifiee par la continuité de I'integrande surdendine d’'intégration si celui-
ci a été défini comme un ensemble fermé et borné (al)emu sur I'adhérence de
celui-ci, s'il a été défini comme un ensemble borné maigeat (avec une inégalité
stricte).

Notons que, dans le cas présent, le bon sens physique prsstte justifier sim-
plement I'existence de l'intégrale puisque le volume espnté est manifestement
fini.

e Tenant compte de la suggestion, la description du domadiefécilement menée

en considérant un empilement d’ellipses dont les dimassidependent de la
variablez.

e Les réponses soumises font apparaitre des expressions

C C
// dxdydz:/ dz//dxdy: mabdz
E —C > —C
c 2 Tab
// dxdydz:/ <l——2> dz/ dxdy
E —c c 0

5

et



qui ne sont pas correctes.

La premiére exprime le volume d’un cylindre elliptique titansection par un plan
horizontal présente une aire constarb.

La seconde ne constitue pas une expression mathématiqeeteo

Differents changements de variables pouvaient étredoits pour décrire le
domaine d'intégration. Cette approche est parfaitemieite Imais était ici plus
longue.

Précisons que les propriétés des changements de eariallssiquese(g. coor-
données cylindrigues) sont bien connues et que ceux-ciepe@tre utilisés dans
les applications sans reproduire les résultats théesigarrespondants. Par contre,
la régularité des changements de variables non classitpiegtre systéematiquement
établie avant leur application.



