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Si f est une fonction mesurable telle gfie- g, (x — +) et sig est intégrable au sens de Lebesgue au
voisinage detro, demontrez qué est intégrable au sens de Lebesgue au voisinagede

Question Il

i. Etudiez I'existence de

/\/x 1 dx
In?x

ii. Etudiez I'existence de

/+°°\/ (x— 1 dx
In?x

ii. Etudiez I'existence de
/+°° Vv (xX— 1

x3In?x
iv. Etudiez en fonction du paramefges R I'existence de

[T VTR

xBIn?x



Sif~g, (x— +w), alorsf = O(g), (x — +) de sorte que Traduction du com-
portement  asympto-
(3C > 0 etV (+w))(Vx € V(+)) : [f(x)| < Clg(X)| tique au moyen d’'une

majoration (avec une

constante) : 2 pts,

dont 1 pt pour la
Des lors, on a justification correcte

|f| <C|g| € Li(V(+)) Intégrabilité deC|g| :

Toute fonction mesurable majorée par une fonction irtiélgr étant intégrable (critere del Pt

Lebesgue), on en déduit qdieest intégrable au voisinage deo. Appel au critére de Le-

besgue : 2 pts

ToTAL QI : 5PTS

Puisqueg est intégrable au voisinage dewo, on en déduit quég| I'est aussi puisque
I'intégrale de Lebesgue est absolument convergente, @ie<|g|.

Question I

i. Soit
/ % dx
1 In“x
¢ Nous constatons d’abord que Continuité sur]1,2] :
, 1 pt
x-1)
“——— € 12
7 €Co(]1.2)
Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bomofus dangl, 2]. Il convient
encore d’envisager son comportement au voisinage de 1.
e Laformule de Taylor permet d'écrire Comportement
N asymptotique de
InX~x—1, (x—17) lintégrande au voi-

sinage de 1 : 2 pts
dont 1 pt pour la
—_1)3 —1)3/2 S

(Xz 1) ~ (x-1) > = 1 . (x—=1h) justification

In“x (x=1) vx-1 Intégrabilité awv (1) :
Ceci assure lintegrabilite au voisinage de 1 puisquetégrande s’y comporte 1 pt
comme une fonction intégrable.

de sorte que

En conclusion, I'intégrale existe. Conclusion correcte :
1pt
Total i. : 5 pts
il. Soit

/+°° (x—1)3 dx
2

In2x



e Nous constatons d’abord que Pas de point pour la
5 continuité car pas utile
x—1
% € Co([2, +) pogr pr.)L.J\,/eI’ la non-
In“x intégrabilité sauf 1 pt

Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bomdus dans2,+o. 1l S Seul point obtenu

convient encore d’envisager son comportement au voisidageo.

e Ona .
im YOO
x=+0  |N¢X
Non-intégrabilité  au
L'integrande ne tend pas vers 0 quaxdend vers l'infini et ne peut donc &étre voisinage de l'infini :
intégrable dans ce voisinage. 2 pts
Justification par le
calcul de la limite
ou un critéere de non-

intégrabilité adéquat :

En conclusion, l'intégrale n’existe pas.

2 pts
. Total ii. : 4 pts
ii. Soit
/+°° V (x—1)3
x3In?x
e Nous constatons d’abord que
(x—1)3
Y€ 2,400
x3In?x Coll !
Continuité sur
Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bom@us dang2,+o[. Il [2,4o00[ : 1 pt
convient encore d’envisager son comportement au voisidageo.
e Ona Comportement
(x=1)3 1 1 asymptotique au
~ =0 — R X — 400 . . e
x3In’x  x¥2In?x x¥2 ( ) voisinage de linfini :

ce qui assure l'intégrabilité au voisinage e puisque, dans ce cas, l'integrande? Ps
se comporte mieux qu’une fonction intégrable. Intégrabilité au voisi-
nage de l'infini : 1 pt

En conclusion, I'intégrale existe. )
Conclusion correcte :

1pt
Total iii. : 5 pts
iv. Soit
/+°° V(x—1)3
xBIn?x
e Nous constatons d’abord que, quel que BaitR, Continuité sur

J1,4oo[ : 1 pt

(=1 o1, o]

xBIn?x ’

Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bom@us dans|1, 4. |l
convient encore d’envisager son comportement aux voiesdg 1 et de-co.



e Au voisinage de = 1, la formule de Taylor permet d'écrire
Inx~x—1, (x—1%)

de sorte que Comportement
(x—13 (x-1%2 1 1 asymptotique au
BInZx (x—12  /x—-1 (x=1) voisinage de 1 : 2 pts

L'intégrabilite est donc assurée au voisinage de 1 quelspitp € R. dont 1 pt pour la

justification
Intégrabilité awv (1) :
e ¢ Au voisinage def-o, on a 1pt
Comportement
x—1)3 1 1 1
( i » : 0 Y x tw) asymptotique ~ au
xB1n%x X33 In2x B3 voisinage de l'infini :

ce qui assure l'intégrabilité au voisinage €0 pour 3 > 5/2 puisque, dans 2 pts
ce cas, l'integrande se comporte mieux qu’une fonctioagreable dans un tel
voisinage. Intégrabilité au voisi-
Nous ne pouvons par contre en tirer aucune conclusion peub/2. nage de linfini pour
B>5/2:2pts
o Ona )
. 1/x . In“x
A e e s 0 B2
xBIn?x
de sorte que Non-intégrabilité pour
B<5/2:1pt
1 (x=1)3 Justification par
—=0o| Y5, (X—+w VB <5/2 <
X ( XBIn?x ) ( ) B<5/ le critere de non-

intégrabilité : 2 pts,
dont 1 pt pour le calcul
de la limite

L'intégrale n’existe donc pas po@ < 5/2 puisque l'intégrande se comporte
alors moins bien qu’une fonction non intégrable au voigimee-+oo.

Pas de conclusion avec
les criteres =5/2:
1 pt, aussi attribué si

o SiB=5/2, les criteres d’intégrabilité et de non-intégrabilutilisés ci-dessus
ne permettent pas de conclure. Dans ce cas,

3 I'étudiant n’inclut ce
(x—1) 1 -
2y~ XX (X — +00) cas limite dans au-
X=X xin=x cune de ses conclu-
Nous examinons alors une primiti#gx) de 1/(xIn?x), soit sions p‘récéd_enltc.es.
1 Appel a la primitive de
,:(X):_I_ 1/(x°Inx) : 1 pt
nx Intégrabilité de
Cette primitive possede une limite finie eiw puisque lim . F(X) = 0. De  1/(x%Inx) correc-

plus, la fonction l(xlnzx) est reelle et de signe constant au voisinage de l'infinlement  justifiée
Nous en déduisons que la fonctiori(4in?x) est intégrable au voisinage dez pt

Finfini. Pas de peénalite si
Le résultat demontré dans la question | permet alors delee a l'intégrabilite  "réelle” est oublié

au voisinage de l'infini de la fonction

(x—1)°

xBIn?x
Utilisation du résultat
de la QI et conclusion
correcte : 1 pt

dans le cas opf = 5/2.



En conclusion,

te/(x=1)3 o ,
/ 7(“ 3 ) dx existe si et seulement Bi> 5/2 Conclusion : 1 pt
1 xBIn“x

Total iv. : 16 pts
ToTAL QII : 30 pts

COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

¢ Si une fonctiong est intégrable au voisinage de I'infini, on ne peut en caect’il
existea > 1 tel que

1 (1 mameg— o (-
g~ & (X — +00) oug_o<F> , (X— 400) ni mémeg = (ﬁ) , (X— +00)
Les critéres d'intégrabilité sont des conditions safiites, pas nécessaires, c'est-a-
dire que si une fonction présente un de ces comportementsisinage de l'infini,
elle est intégrable mais que si elle est intégrable, elleancomporte pas forcement
d'une de ces facons. On ne peut donc pas s'appuyer sur cgsodements pour
mener un raisonnement général.

e Sif ~g, (X— +), on ne peut pas en conclure gtie< g ni que|f| < |g| dans un
voisinage deto.
Considérons les fonctiof(x) = 1/x etg(x) = 1/x—1/x°. On af ~ g, (x — +)
maisf > get|f| > |g| pour toutx > 0.

e La facon simple et correcte de démontrer I'énoncé edaite appel au critere de
Lebesgue. Outre la caractere mesurable de la fondtidhypothése a vérifier pour
appliquer ce critere est qué| < F ou F est une fonction intégrable au voisinage
considéré. L'hypothésé ~ g entrainantf = O(g) et donc| f| < C|g|, il fallait encore
justifier l'intégrabilité de|g| (g € L1 < |g| € ;) et du produitC|g| pour pouvoir
mener a bien la démonstration.

Question Il

i. Au voisinage dex = 1, le comportement asymptotique de la fonction logarithme
correspond au terme dominant de son polyndme de Taylaorntédrande est donc
asymptotique & 4/x— 1, ce qui permet directement de conclure a l'intégrabgit
voisinage dex= 1 et a I'existence de l'intégrale.

ii. e Pour qu'une fonction soit intégrable au voisinage de Fiifil est indispensable
gu’elle y tende vers 0. Ce n’est pas le cas ici, ce qui permebdelure a la non-
intégrabilité de I'integrande au voisinage de l'infinidonc a la non-existence de
I'intégrale.

e La justification de cette non-intégrabilité peut ausse @btenue a partir d’'un
critere de non-intégrabilité, c’est-a-dire en montrgue 1/x est négligeable par
rapport a l'intégrande au voisinage de I'infini.



e |l était par contre impossible de trouver un comportemesynetotique de
I'intégrande au moyen d’une puissancexdear le logarithme n’est asymptotique
a aucune puissance a l'infini.

e Montrer que

In2x

T

1
) (k)

ne sert non plus a rien car cela indique simplement quegirinde se comporte
mieux qu’une fonction qui n'est pas intégrable a l'infiog qui ne permet pas de
conclure.

iii. lci aussi, il estimpossible de donner un comportemesynaptotique de l'intégrande

au voisinage de l'infini au moyen d’une puissancexde la présence du logarithme.
Par contre, on peut facilement montrer que l'intégrandenegligeable par rapport
a une fonction intégrable, ce qui permet de justifier &grabilité au voisinage de
l'infini et I'existence de l'intégrale.

e Lintegrabilite au voisinage de& = 1 a déja été justifiee au point i. puisque le
comportement asymptotique de l'intégrande au voisinage € 1 correspond a
lintégrande du point i. vu que® ~ 1, (x — 1).

e Quand il y a un parametre dans un é€noncé, une discussimt mecessaire que
quand un résultat depend de ce parametre. Ici, l'ial@jte au voisinage de l'infini
ne peut &étre justifiée au moyen d’'un critére d'intégigbiue pour3 > 5/2. Les
cas correspondantf®< 5/2 doivent donc étre traités differemment.

e Le critere de non-intégrabilité permet de conclure antm-intégrabilité au
voisinage de l'infini pou < 5/2.

e Rappelons que les critéres d'intégrabilité (non-gnédilite€) ne constituent que des
conditions suffisantes. On ne peut donc rien conclure slsant pas vérifies. En
particulier, dans cet exercice, les as< 5/2 ne peuvent pas étre traités a partir
du critere d’intégrabilité et les cgs> 5/2 ne peuvent pas &tre traités a partir du
critere de non-intégrabilité.

On retiendra qu’on ne peut pas utiliser un critere d’'inédgité pour prouver la
non-intégrabilité ni un critére de non-intégratalipour prouver l'intégrabilité.

e Le casB=5/2 ne pouvant pas étre traité par les criteres pratiquetedrabilité et
de non-intégrabilité, il convient de déterminer unative de I'intégrande afin de
faire appel a un critére basé sur la primitive. |l n'egteredant pas possible dans cet
exercice de trouver une primitive de l'intégrande. Partiegron peut trouver une
primitive du comportement asymptotique de l'integrantiéaie appel au résultat
démontré dans la QI, a savoir que, si dans un voisinageé&én- g ou g est
intégrable, alord est aussi intégrable au méme voisinage.

e Lajusitification de l'intégrabilité (d’une fonction elle) dans un voisinage donné
basée sur la primitive demande de vérifier que la limiteadaimitive y est finie et
gue l'intégrande y est de signe constant. C’'est bien legas i

e Rappelons que tout exercice présentant une discussionnsparameétre doit se
terminer par une conclusion reprenant les differentalt@s obtenus en fonction
du parametre.



