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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire lé gaivotre compréhension du cours
d’Analyse Mathématique. Il est purement facultatif. Lésultats, bons ou mauvais, ne seront en
aucun cas pris en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilvest conseillé de vous placer autant que
possible dans les conditions d’une interrogation normagpondez aux questions seul(e), sans
interrompre votre travail, dans un délai indicatif de déexires et demie.

e Rédigez vos eponses aux trois questions sur des feuillegparées.

e Indiquez lisiblement votre NOM en majuscules suivi de votrdPrénom en minuscules dans
le coin suggrieur gauche de chaque face et nuarotez-la.

e N'utilisez pas de couleur pour mettre enévidence desléments de vos éponses car vos
copies seront imprimées en noir et blanc pourétre corrigées.

e Soumettez votre solution par e-maila I'adresse mmm@uliege.be pour le mardi 21 avril
a 10h. Votre copie doit impérativement étre transmise au format pdf, en un seul fichier
dont le nom est formé de votre nom et votre penom (NomPrenom.pdf).

Des conseils pour une bonne présentation des copies spoirables sur
http://ww. nmmm ul i ege. be/ ensei gnenment / MATHOO013/ present ati on

Les intégrales suivantes existent-elles ? Justifiez epsnses.
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Question Il

Calculez en justifiant

1 1 sinx
/0 ydy/y2 de

Question I

On considére le domairgdécrit par
E={(xy,2) eR3:x>0,y>0,2>0, x+2z<4a, x*+4y* < 16a°}

oua > 0 désigne une constante.
i. EsquisseZ en expliquant votre construction.
ii. Calculez le volume de.


http://www.mmm.uliege.be/enseignement/MATH0013/presentation

SOLUTION TYPE

i. Soit )
g 1
——dx
/o VX Inx

i €Col0.1/2)

Il faut donc encore étudier I'intégrabilite &0"). On peut écrire

Smo() oo

de sorte que lintégrale existe puisque l'intéegrand seporte “mieux” qu'une

fonction intégrable.
1
2 1
dx
/0 x2Inx

ii. Soit
1
2Inx € Cp(]0,1/2])

Il faut donc encore étudier I'intégrabilite &0"). On peut écrire

1 1 .
§_0<x2Inx>’ (x=07)

de sorte que l'intégrale n’'existe pas puisque l'intégrae comporte “moins bien”
que la fonction Ix qui n’est pas intégrable.

Ona

Ona

iii. Soit )
2 Inx
A W dx
Ona nx
U € Co(]0,1/2])

Il faut donc encore étudier I'intégrabilite &0™). On peut écrire

1
Inx:o<—1>, (x—0")
X4

de sorte que lintégrale existe puisque l'intéegrand seporte “mieux” qu'une
fonction intégrable.

et donc

Continuité de tous
les intégrands sur
10,1/2] : 3 pts

Conclusion correcte-
ment justifiée (inutile
de démontrer le
comportement asymp-
totique par un calcul
de limite) : 2 pts

Conclusion correcte-
ment justifiée (inutile
de démontrer e
comportement asymp-
totique par un calcul
de limite) : 2 pts

Conclusion correcte-
ment justifiée (inutile
de démontrer le
comportement asymp-
totique par un calcul
de limite) : 2 pts



iv. Soit

Vi.

1

2
/ XInx dx
0

Ona
xInx e Cy(]0,1/2])
Il faut donc encore étudier I'intégrabilite &0"). On peut écrire Conclusion correcte-
ment justifiée (inutile
InNX=o0 (E) . (x—=0") de démontrer le
X comportement asymp-
et donc totiqgue par un calcul

xInx=0(1), (x—0") de limite) : 2 pts

de sorte que lintégrale existe puisque l'integrand seporte “mieux” qu'une
fonction intégrable (= 1/x* aveca =0 < 1).
Soit

1

2 1
[l o
o XInx

L1 cc0.1/2)

xInx
Il faut donc encore étudier I'intégrabilite &0"). On peut écrire

i:o(%), (x— 0")

xInx

Ona

ce qui ne permet pas de conclure puisque cela indique senti@me I'integrand se
comporte “mieux” qu’une fonction qui n'est pas intégrat¥ar contre, il est possible
de déterminer une primitiveé (x) de 1/(xInx) sur]0,1/2],

F(x) =In|Inx|

telle que Conclusion  correc-
lim In|Inx| =+ tement  justifiée
x—0T
2 pts

La limite pourx — 0" n’étant pas finie, on en déduit que l'intégrale n’exists gn
vertu de la contraposée du théoréme fondamental duléatégral.

Soit )
2 1
/Z—de
o XIn“x

1
xIn?x
Il faut donc encore étudier I'intégrabilite &(0"). Comme ci-dessus, on peut écrireConclusion  correc-
tement  justifiée

1 1
y :o<—>, (x—0") 2 pts
xIn“x X

Ona

€Co(]0,1/2))

ce qui ne nous apprend rien. Par contre, il est possible wendider une primitive
F(x) de 1/(xIn?x) sur]0,1/2],

telle que



. 1
im —— =0
x—0+ Inx

Cette limite étant finie et I'intégrand de signe constam¥/40"), on en déduit que
l'intégrale existe en vertu des critéres générauxtdgnabilité. TOoTAL QI : 15PTS

Question Il

L'expression

/Oly dy/y2l ?dx

ne peut étre calculée telle quelle puisqu’on ne connaitdegprimitive dgsinx)/x. Elle est

cependant équivalente a . Passage par l'intégrale
I:/[Ey?dxdy double : 1 pt

ou (voir figure)
E={(xy):0<y<l y*<x<1}

si cette intégrale double existe. Identification
(mathématique ou
y graphique) du do-
1+ - ine :
| y=+/X maine : 2 pts
|
|
|
|
E |
|
|
|
| X
T
1

B Appel a Tonelli pour
La fonction (ysinx)/x n’est pas continue siit, 'adhérence d&, puisqu’elle n'est pas justifier I'existence de
définie au poin{0,0). L'intégrabilité pourra cependant &tre justifiée, emtu du critere de l'intégrale double
Tonelli, si on trouve un ordre d’intégration partielle [dgsinx) /x| = (ysinx)/x qui existe. 1 pt

En inversant I'ordre d’intégration proposé dans I'ec@pour ce calcul, on est conduit

a évaluer _ Intégrale avec ordre
/1 dx/ﬁyﬂ dy *) inversé : 2 pts
0 0 X
Lintégrale Justification de I'exis-
VX sinx tence de; : 1 pt
lh= / y——dy L-opb
X
est définie puisque l'integran@sinx)/x est continu sur le compaf@, /x| pour (presque)
toutx €]0, 1]. Sa valeur est donnée par Valeur del; : 2 pts
_ Sx Y]V sinx
T x 2], 2

En injectant cette valeur dans I'expressia),(on est amené a considérer

11
lo == sinxd
22/0IXX



L'intégrale |, est également définie en vertu de la continuité de Graad sirx sur le
compact0, 1]. Sa valeur est donnée par Justification de l'exis-
tence dd, : 1 pts
o = }[—cosx]l: }(1—0031)
272 0o 2

Dés lors Valeur del, : 2 pts

1 1sinx 1
= [yd / SINX 4y — (1 cos ToTAL QIl : 12 PTs
0 yey X 2( ])
Question I

y2
i. Soit
E={(xY,2) €R3:x>0,y>0,2>0, x+z< 4a, X*+4y* < 16a°}

Ce domaine est compris dans le premier octant. Il est lipdtéde plan parallele a OY Premier octant, an-
d’équationx+ z = 4a (équation linéaire avec absence de la varighkt se trouve du noncé ou mis en
coOté du plan qui contient I'origine O des axes. oeuvre : 1 pt

Il est également limité par la surfacg + 4y? = 16a2. Il s’agit d’'un cylindre de Plan parallele a OY :
génératrice parallele a OZ (vu I'absence de la variaplet de section elliptique. 1 pt
En effet, l'intersection de tout plan= constanteavec cette surface est une ellipse
d’équation Cylindre elliptique
1pt
2 2 s y?
X +4y2 = 16a“ ou encore, sous forme canonlqti%? + 12 =

Le demi-axe de l'ellipse selon OX vaub4t le demi-axe selon QY vauta2lLe
domaine se trouve a l'intérieur de ce cylindre elliptique

1

Représentation  cor-
recte : 2 pts

Total i. : 5 pts

ii. Le volume du solide s’exprime par Expression intégrale

du volume : 1 pt
\ :///dxdydz
E



Lintegrale existe puisque l'intégrand=(1) est continu sur le compagt Elle peut EXistence de

donc &tre calculée dans nimporte quel ordre d'intégratpartielle, en vertu du !intégrale  (justifi-
théoreme de Fubini. cation basée sur le bon

sens -domaine borné-
Pour décrire le domaing& qui est une portion de cylindre, il est interessant dgyssj acceptée) : 1 pt
commencer par décrire la base du cylindre puis de fairevajiusqu’au plan, soit

e XvariedeOaé;

e pourxfixé,y varie de 0 a I'ellipse,/4a2 — (x2/4) ; Réduction de
e et, pourxetyfixés,zvarie de0ad—x. lintégrale : 3 pts
On adonc Calculs : 4 pts

4a \/4a2— 2 da—x
V:/ dx/ 4dy/ dz
0 0 0
—/ (da— X\/4a2——dx
_/ 4a\/4a2——dx / x1/4a2——dx

La premiére intégrale se calcule en effectuant le chaegéente variablex = 4asint,
soitdx = 4acostdt et [0,4a] — [0,71/2]. On a donc,

4a x2 /2
4a 4a2—zdx:/ d4av/4a2 — 4a2sirft  dacost dt

W21
—32a3/ codtdt = 32a3/ 1+cos2
0 0 2
— 1688 [t n ﬂ] — 81a3
2 0

Le calcul de la deuxieme intégrale s’effectue sans bl On a

4a
4a X2 2 x2\ 32 32a3
(482 — = dx= | (-2)= (422 -2 S il
/OX g [( )3<a 4) , 3

de sorte que
32
—(8n—=2) a3
Gk

Remarquons que le volume calculé est positif et poss&dgigensions d’'un volume

puisquelV] = [a%] = LS. Valeur finale : 1 pt
Total ii. : 10 pts
ToTAL QIIl : 15 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

¢ Certains étudiants ont utilisé les critéres d'intégite et de non-intégrabilité de fagon erronée.
Rappelons ici les principes de base.

e Si une fonction se comporte “comme ou mieux” qu’une fonctigagrable, elle est intégrable.
Par exemple,

In 1 In o .
X _s < ) , (x—=0") = —;( est intégrable au voisinage de 0

VX X3/ VX

e Si une fonction se comporte “comme ou moins bien” qu’une tioncnon intégrable (et en
particulier que la fonction ), elle n’est pas intégrable. Par exemple,

1 1 1
Z=o0 X—0") = n’est pas intégrable au voisinage de 0
X <x2InX>’ ( ) X2Inx P g g

Par contre, les cas suivants ne nous apprennent rien.

e Si une fonction se comporte “mieux” qu’une fonction noregnable, on ne peut rien conclure.
Par exemple, les comportements

1 1 1 1
—:o(—),(x—>0+) et 5 :o(—),(x—m*)
xInx X xIn“x X
ne nous apprennent rien sur l'intégrabilité des fonatidf(xInx) et 1/(xIn?x) dans le voisinage

de 0". Les raisonnements basés sur les limites des primitivegnartt par contre que la premiére
fonction n'est pas intégrable dans le voisinage déwir v.) alors que la seconde I'est (voir vi.).

e Si une fonction se comporte “moins bien” gu’une fonctioregrable, on ne peut rien conclure.
Par exemple, les comportements

1 /1 N 1 /(1 N
W_O<;>,(X—>O) et W—O<W>,(X—>O)
ne nous apprennent rien sur l'intégrabilite des fonai@x et 1/(,/X) dans le voisinage de'0
Nous savons que/k n’est pas intégrable au voisinage detandis que 1,/x 'est.

¢ Une erreur également rencontrée concerne le concephdedn négligeable.
Rappelons que

mais

¢ Finalement, pour montrer qu'une fonctiarest pas inégrable au voisinage de 0 il suffit de
montrer qu’'une primitive ne possede pas de limite finie (ertwde la contraposée du théoreme
fondamental du calcul intégral).

Par contre, pour montrer qu’une fonctiest ineégrableau voisinage de 0, montrer qu’'une pri-
mitive admet une limite finie n’est pas suffisant. |l faut degpbrouver que l'intégrand est de signe
constant a¥ (0") en vertu des criteres généraux d'intégrabilité.



Question I

Le changement de l'ordre d'intégration comporte des asgechniques aussi bien que des aspects
théoriques. Les premiers ne peuvent étre mis en ceuvreneraeig les seconds.

Ce n'est que parce que I'expression existe comme integlatsR? que les ordres d'intégration
partielle conduisent au méme résultat (Th. de Fubini).

Pour établir I'existence de l'intégrale double, il suffé trouver un ordre d’intégration partielle de la
fonction en module qui a du sens (Critere de Tonelli).

Ici, puisque l'intégrand est positif sur le domaine dégtation, I'étude de I'existence de l'intégrale et
son évaluation en utilisant un ordre d’intégration ajppi@® peuvent étre menées en parallele. Ce ne serait
pas le cas si I'integrand n’était pas de signe constant.

Question llI

Pour autant que le probleme soit bien posé initialemésstitoujours utile de vérifier que le résultat
obtenu possede les dimensions attendues.
Dans la description du domair2 on observe que le parametaepossede les dimensions d’'une
longueur dans les expressions
X+y < 4a, X2 + 4y < 16a°

De fagon cohérente, la mesure Elg’exprime sous la forme d’'un multiple d&, ce qui représente bien
un volume.

L'examen des dimensions du résultat et de son signe peridentifier aisement certaines erreurs de
calcul. Par exemple, un expression du type

V =8n—a°

ne peut représenter un résultat plausible puisque les ®@emes de la difféerence ne possedent pas les
dimensions attendues (“On ne peut soustraire des pommes gtoites.”) et que le résultat diminue et
devient négatif sh augmente, ce qui ne résiste pas a I'analyse de la géiendétprobléme.



