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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire lé gavotre compréhension du cours
d’Analyse. Il est purement facultatif. Les résultats, $om mauvais, ne seront en aucun cas pris
en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilvest conseillé de vous placer autant que
possible dans les conditions d’une interrogation normagpondez aux questions seul(e), sans
interrompre votre travail, dans un délai indicatif de déexires et demie.

i. La convergence absolue de la suite ge6.e.la convergence de la suite des modules) entraine-t-elle la

convergence de la suite deg? Justifiez.

ii. La convergence de la suite dasentraine-t-elle la convergence absolue de la suitexd2dustifiez.

iii. On consideére la série
i Pm(K)
&1 Ba(K)

ou Pn(Kk) et (k) sont des polyndmes de degraéstn enk. Pour quelles valeurs da etn cette série
converge-t-elle ? Justifiez.

iv. La fonction sinx| admet-elle une représentation en série de puissancesul® ? Justifiez.

Question Il

On considére la série numérique
i (-1/2)
% k(1—K)

i. Etudiez la convergence de la série.

ii. Déterminez une valeur approchée de cette série ave@treur maximale de 18. Justifiez.

Question I

Les fonctions de Bessel de premiére espéece d'ardré&N sont définies par
n+2k
= (2(3)
)=y ———&——
() L K(n+K)!
i. Montrez quely(X) est indéfiniment continiment dérivable &ir

ii. Montrez, en justifiant, que
Jo(x) = ak(x)

oua est une constante réelle a determiner.



SOLUTION TYPE

. Pas de valorisation
Question | ) N |
d’'une réponse donnée

sans justification

La convergence absolue de la suite geg’entraine pas la convergence de la suite
desx, (sans module) comme le montre le contre-exemple de la §uitk)*}.

Cette suite converge absolument puistuel)¥| = 1 et que tous les termes de la
suite des modules sont dés lors égaux a 1. Cependantjtéa{¢u1)¥} est une
succession de 1 etl et ne converge pas. Total i. : 2 pts

Si la suite des converge vers, on a

(Ve>0)(INeN)(VK>N) : |[xc—a| <€

Dés lors, il vient 1 pt si le raisonnement
utilise (la thése)x| —
(Ve > 0)(3N € N)(Vk > N):‘\xk\—\a\‘ <|%—al<e al

de sorte que la suite dexs| converge (vergal). On en déduit que la suitgx}
converge absolument. Total ii. : 2 pts

Le comportement a I'infini d’'un quotient de deux potymes est dicté par les termesComportement
de plus haute puissance. Au voisinage de l'infini, les potgas$ sont de signes asymptotique du terme

constants et (k) c général de la série :
m

-my = k 1pt

k) ~im K7
ou C est le quotient des coefficients supposés non nuls™det k" dans?,(k) et  Conclusion correcte :
Pr(K). 2 pts (dont 1 pt pour le
On en déduit que la série proposée converge si et seulaimen m> 1. ssi)

Total iii. : 3 pts

Toute série de puissances définit une fonction indant continiment derivable ggrie ge puissances,
sur son intervalle de convergence. (ou dérivable) sur son
Si la fonction sifx| admettait une représentation en série de puissancesw®, jntervalle de
elle serait indéfiniment continiment déerivable BuOr, elle n’est pas dérivable en O convergence : 1 pt

puisque sinlx| — sin[0| sinx sin|x| pas dérivable
lim >0 T i 22— en0: 1.5 pt
x—0+ x—0 x—0t X
et . . .
. sin|x| —sin|0| . sinx
im ————=—lim —=-1
x—0~ x—0 x—=0- X

Conclusion (correcte,

La fonction sifx| n'admet donc pas une représentation en série de puissdage Justifiée et) formulée
surR. explicitement : 0.5 pt

Total iv. : 3 pts
ToTAL QI : 10PTS



Question Il

Soit la série numérique

2)k

% k(1-K)
. L'application du critere du quotient a la série des mied conduit a calculer Application correcte
(1/2)k+1 d’'un critére de conv.

absolue ou de semi-

Ul _ iy (Kt DK L k=1 L

I|m == lm—==<1 convergence : 2 pts
koo Jul  koe (1/2K 2 komk+l 2 Justification de la
k(k—1) convergence absolue :
La série converge donc absolument. 2 pts
Total i. : 4 pts
. La série étudiée est une série alternée puisque Justification théorique
de la majoration du
-1 2 > (1/2 : ari
/ (1) ol vi— (1/2)¢ <0 reste : 1 pt pour la série
k e k(1—k) alternée, 1 pt pour

Vi tend monotonément

Cette série est une série convergente dpiend monotonément vers 0 puisque 0
vers

(1/2) (1/2)
M=l -0 ka—w T7k=2

L'erreur commise en approchant cette série par une de sesie® partielles est
donc majorée en valeur absolue par la valeur absolue dugrézmme négligé.

Sion s'arréte & = 2, I'erreure, commise est telle que

Majoration de l'erreur
(principe ou mise en
oeuvre) : 1 pt

(-3°] _1
o] < =
&2l <1375 | ~ 28
Ceci ne permet pas de garantir la précision de?Hitendue. Si on s’arrételé= 3,
I'erreur e3 commise est telle que Détermination
1\4 du nombre de termes a
le3| < (—3) _1 <102 garder : 1 pt
~|4-(-3)| 192
On obtient donc Valeur approchée
= (1 (_%)2 (_%)3 5 (forme  fractionnaire
e Ea = —— &€ Yoll .
k; - + 3-2) teg=— o tEs ou décimale) : 1 pt
ou
|e3] < 1072
Total ii. : 5 pts

Les ceveloppements poedents montrent que la valeur exacte se situe dad®TAL Qll : 9 PTS
l'intervalle

5 1 5 1 21 19

48 192 48 192 192" 192
ce qui est approximativemeggal & | =] — 0.109375—0.0989583. Un intervalle
arrondi est approp@ si et seulement s’il contient la totditde cet intervalle I.
La valeur approckea 10~2 prés skcrit naturellement-0.10+0.01, ce qui indique

que la bonne valeur est dans l'intervalle arrorjdi 0.11, —0.09. Cet intervalle est
approprié puisqu’il contient I, et contient donc la vraie valeur.
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Question Il

i. En particularisant la forme générale donnée danmmleé, on obtient Forme de)y : 1 pt
X\ 2k
Jo(%) i -15(3) i (—1)kx
0 = _—_—-s 8 —_—
k=0 (k)2 k=0 2%(k)? Application

correcte d’un critére :
2 pts dont 1 pt pour
avoir consideéré la série

Appliquons le critere du quotient a la série des modutesespondant a cette série
de puissances :

‘X’2k+2 22k(k|)2 ’X‘Z des modules
lim — =——lim ——=0<1 '
o 26D ((r D12 W& 4 ke Kk D2 lc‘;’,?ve’ge”ce absolue
Nous déduisons que la série de puissances donnée ceralesglument pour tout Intervalle de
x € R. Son intervalle de convergence est déc convergence : 1 pt
Justification du
Puisque toute série de puissances est indéfiniment éoméint dérivable sur son caractéreC., par appel
intervalle de convergence, il en résulte gg&x) € Co(R). aux propriétés des
séries de puissances :
1pt
Total i. : 6 pts
ii. Comme toute série de puissances est dérivable tertasri& sur son intervalle de
convergence, il vient, puisque la dérivee du terme comstarrespondant k=0
est nulle, Valeur de la
1) = % (—1)k 2kt _ g (—1)ky 1 dérivée terme a terme
0 L 2K(k)? & 221((k—1)1)2%k simplifiée ou pas : 1 pt
En remplacank — 1 park, on obtient Justification
théorique : 1 pt
. Lot o (—1) (5)”2'( Manipulations de la
(=D ix 2 série : 2 pts

Jo(x) = k;) 22 T(K2(K+ 1) - k;)kl(l—"H()l

On reconnait dans le membre de droite I'expression di€x). Les développements Valeur dea : 1 pt

justifient donc la relation annonc8g(x) = aJy(x) aveca = —1. .
Total ii. : 5 pts

ToTAL QIIl : 11 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

Les deux premiers énoncés sont relatifs a des suitesset gdas séries. Il ne faut pas confondre les suites
et les séries car les unes et les autres ne se comportene pasréeme facon et les criteres de convergence
correspondants ne sont pas identiques. En particuliemrgecgence absolue d’'une suite n’entraine pas la
convergence de la suite et la convergence de la suite emfaiconvergence absolue. Par contre, la convergence
absolue d’'une série entraine la convergence de la sénig qlie la convergence de la série n'entraine pas sa
convergence absolue.

i. e Il ne suffit pas d'affirmer gu’il est possible de trouver unéesigui ne converge pas alors gu’elle
converge absolument. Il faut donner un exemple d’'une telte pour en démontrer I'existence.

e Quand un contre-exemple est donné pour réfuter un @ahdaut montrer qu'il vérifie les
hypothéses (la convergence absolue de la suite ici) dtrmpVérifie pas la these (la convergence
ici).

ii. e Laréponse attendue repose sur le fait que, si la suite mpawersa, alors la suite des modules
converge verga|. Cette implication est I'objet méme de la question pogéeeeconstitue pas un
résultat présenté dans le syllabus. Il ne suffisait daae giénoncer ce résultat mais il fallait le
démontrer, comme cela est fait dans la solution-type.

e La suite des converge vers si limy_, 1 Xx = a ce qui se traduit par

(Ve>0)ANeN)(VK>N): |xx—a| <e

Cette définition doit &tre écrite rigoureusement sardieud’introduire g, N et k en utilisant les
bons quantificateurg et 3.

e L'inégalité ‘|xk| - |a|‘ < |x« — a| est une inégalité triangulaire classique d&n<lle se démontre
aisément en considérant les difféerents signes possidarx, eta.

iii. e Leterme général d'une série convergente tend vers 0s Banénoncé, sn> n, le terme général
ne tend pas vers 0 et la série divergenst n, le terme général de la série tend vers 0. Cependant,
cela ne veut pas dire que la série converge. Pour déterfeimeraleurs dem et n correspondant
a une série convergente, il est fait appel au criter&equi indique que cette série converge si et
seulement sh—m> 1.

e Leterme général de la série étant asymptotique a daloe série de Riemann, la condition donnée
par le critere est une condition nécessaire et suffisamteodvergence. En effet, si-m> 1, la
série converge et si— m< 1, la série diverge.

iv. e Le développement en série de puissances de sirx ne pouvait pas &tre utilisé pour obtenir un
développement en série de puissances de|sian effet,

00 (_1)k |X|2k+1
L' (k1)

ne constitue pas une série de puissancesndais de|x|.

e En se basant sur sixj = sinx surR* et sin|x| = — sinx surR,, on peut écrire
o0 K X2k+l N
sinx =Y (-1)*=——— sur R
kZO (2k+1)!
o XL

sin|x|:—k;)(—l) 211 sur Ry

Ceci ne constitue pas non plus une représentation en deedg&ouissances siiy puisque la série
n'est pas la méme sur les deux intervalles.
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e Comme on I'a fait dans la solution type, on peut justifier l& fue sinx| ne posséde pas de
développement en série de puissancesfi le fait que cette fonction n’est pas dérivable a I'ovig
alors gque toute série de puissances définit une foncta&fimment continument dérivable sur son
intervalle de convergence, lequel comprend nécessaittdinggine.

De facon alternative, on peut arguer que la fonctionxsine remplit pas les hypothéses de la
formule de Taylor a I'ordre infini alors que les termes d'wéeie de puissances s'identifient a ceux
de son polyndme de Taylor.

Question I

i. e Pour étudier la convergence de cette série numériqueitdee du quotient devait étre appliqué a la
série des modules. Le facteur-Xk étant négatif pouk > 2, il devait étre remplacé par— 1.
e La série donnée converge absolument. Il fallait le memty méme si la seule la semi-convergence
comme série alternée était nécessaire pour répondpeiat ii.

ii. e Lerésultat théorique sur I'évaluation de 'erreur dantrature de la série n'est valable que pour une
série alternée dont (voir ci-dessous) tend monotonément vers 0. Il était dodéspensable de
vérifier que I'on était bien dans le cadre d'applicationcdeaésultat.

¢ Premiérement, la série doit étre alternée et ceciatodt justifié par le fait que la terme général
de la série est de la formg = (—1)kvk ol v est de signe constant, ce qui est bien le cas ici
puisque
1/2 o kg e (1/2)¢
ZZ K1 I(ZZ(—l) Vk Ol V= RA—K) <0

¢ Deuxiemement, le terme general de la série doit tendre © quand tend vers l'infini, ce qui
est également le cas. On a

(12
lim =0
k—o0 K(1—K)
¢ Et enfin,v doit tendre monotonément vers 0 a partir d’'un certain fdpge qui est encore le

cas puisque
(1/2)
vk> 2
k(1—Kk) Tvk=
e L'erreur commise en approchant une série qui remplit lesditions ci-dessus par une de ses

sommes partielles est majorée en valeur absolue par lanalsolue du premier terme négligé.
Le terme correspondantki= 4 est le premier & garantir la précision de1@echerchée. C’est donc
ce terme qui constitue le premier terme a négliger. Lawad@prochée de la série est alors obtenue
en sommant les deux premiers termes de la série corresuicikla- 2 etk = 3.

Question I

De trop nombreuses erreurs de calculs émaillent les copreigées. On relevera en particulier que

kikl = (kI)?> etpas X

() =KG)" e 3(3)"

i. e Laréponse a la question posée demandait de faire aplpeproprieété des séries de puissances
qui sont indéfiniment continument dérivables sur leuernville de convergence. Cet intervalle de
convergence devait étre déterminé en appliquant uéreride convergence, le plus adapté étant ici
celui du quotient.

et que



e Le critere du quotient n’est applicable qu'aux sériesranes positifs. Il doit donc étre appliqué a

la série des modules (pas au module de la série!). La Vanadont le signe est variable doit donc
étre prise en valeur absolue lors du calcul de la limiterugieant dans ce critére.

Quand on dérive terme a terme une série de puissancekegwatmier terme est constant (ne dépend
pas dex), la valeur initiale de I'indice sommatoire dans la séms dérivées doit étre adaptée. On a
ici
0 (_l)kXZk 00 (_l)kXZk
X)) =S 5 =1+S i
kZO 22k(k!)2 kzl 22k(k!)2

de sorte que
2 (—1)k 2kt

K=1
Quand on est amené a modifier I'indice sommatoire dangriest@énéral d’'une série, par exemple
en remplacank — 1 park, il ne faut pas oublier de modifier la valeur initiale de cetige afin de
conserver les mémes termes dans la série. Ici, puisquigmantek de une unité dans le terme
général, il faut diminuer la valeur initiale de I'indice@@ommencant & = 0 au lieu dek = 1. En
procédant de la sorte, le premier terme de la série restene linéaire (celui er).

Le nombrea recherché est une constante réelle. Il ne peut dépendedavariablex, ni de I'indice
sommatoirek.



