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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire lé gavotre compréhension du cours
d’Analyse. Il est purement facultatif. Les résultats, $om mauvais, ne seront en aucun cas pris
en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilvest conseillé de vous placer autant que
possible dans les conditions d’une interrogation normagpondez aux questions seul(e), sans
interrompre votre travail, dans un délai indicatif de $rbeures.

Une particule P de massm portant une charge

se déplace sur un rail circulaire horizontal tournant a 0
vitesse angulaire constanfeautour d’un axe vertical

passant par son point O (voir figure). La particule et

le rail sont plongés dans une induction magnétigue

verticale, constante, uniforme et telle qu/mQ = 2.

O/

i. Sila particule est lancée du point (voir figure) dans le sens trigonométrique, le temps qe’'allet
pour atteindre le point A§(= 11/3) est donné par

Ta =

2\/§/”/3 de
3 Jo 4co20-—-1

Montrez que ce temps est fini.

ii. Sila particule est lancée du point @ans le sens trigonomeétrique, le temps qu’elle met poeinalte
le point O @ = 11/2) est donné par
2 d6

1
T = —
© V30 /o cosd

Montrez que ce temps est infini, c'est-a-dire que la pdeise rapprochera de plus en plus du point O

sans jamais I'atteindre vraiment.

Question I

i. Le produit de deux fonctions intégrables au sens de lgeleesst-il intégrable ? Justifiez.
ii. Toute fonction continue suR est-elle intégrable suk ? Justifiez.
iii. Soit f € Ly(K) etge Co(K) ol K est un compact d&?. Peut-on affirmer quég € IL1(K) ? Justifiez.

Tournez la page.



Question I

Calculez en justifiant
1 2
/ dy / e Y/ Xdx
0 2y

Question IV

On considere la pyramide dont les sommets se trouvent dansepere orthonormé aux points de
coordonnéeg0,0,0), (a,0,0), (0,a,0), (a,a,0) et(0,0,b), notés respectivement O, A, B, C et D.

i. Représentez la pyramide.

ii. Démontrez par le calcul intégral que le volume de cpiteamide est égal au tiers du produit de I'aire
de sa base par sa hauteur.



SOLUTION TYPE

Question |

Soit Ta, le temps mis pour effectuer le trajet de@=0) a A 0@ =11/3). On a

2/3 0o
32 Jo VA4cog0-1

Le tempsT, est fini si I'intégrale existe, c’est-a-dire si la fongtio

Ta =

f(e)_;
~ V4co26-1

est intégrable suo,/3|.

On observe qué € Cy([0,11/3|). Il reste donc a envisager l'intégrabilité au voisinag

de6=11/3.0na

4c0€0—1=(2coPN+1)(2coH—1) ~2(2coH—1), (80— 1/3)

De plus, la formule de Taylor permet d’écrire, puisque lactn cosinus est réelle

et indéfiniment continument dérivable SRy

cosf = coq11/3) —
1 V3

sin(1/3)(0 —11/3) + 0(8 — 11/3)

:E——G 1/3)+0(0—1/3), (68— 1/3)
soit
2coH—1~ —3(0—1/3), (68— T/3)
et
)=~ )L (a3
Vacog8 -1 2V/3,/m/3-6’

qui est intégrable au voisinage t¢3 de sorte que la fonctiof I'est également.

Dés lors, le temp3a est fini.

ii. Soit To, le temps mis pour effectuer le trajet dé@=0)a O @ =1/2). On a

/T[/Z de
To= /30
L'intéegrandef (8) est continu suf0, Tt/2[ mais, au voisinage de/2, on a

1 1 1

) (59

qui n’est pas intégrable, de sorte diigest infini.

Continuité sur

[0.1y3[: 1 pt

Intégrabilité  justifiée
dansV(m/3) : 3 pts

ConclusionTa fini car
lintégrale existe : 1 pt

Total i. : 5 pts

Non-intégrabilité
justifiee dans/(1/2) :
3 pts

Conclusion To infini
car l'intégrale n’existe
pas :1pt

Total ii. 4 pts
ToTAL QI : 9 PTS



Question Il

i. Non, le produit de deux fonctions intégrables au sensalekgue n’est pas toujours
intégrable comme le montre le contre-exemple de la fonctio

1
— € L41(]0,1
7€ 1(10,1])
alors que
11 1
—— =>¢1,4(0,1
\/)—(\/)—( X ¢ 1(] ) D
Total i. : 2 pts
ii. Non, une fonction continue suR n’est pas forcement intégrable sRrcomme le
montre le contre-exemple de la fonctidx) = x qui est continue suR mais pas
intégrable suiR. Total ii. : 2 pts
ii. La fonction g étant continue sur le compact K, elle est bornée sure, g bornée suK : 1 pt
IC>0: |gx)| <C WxeK
De I3, |f| e Li(K) : 1 pt
[T()9(x¥)| <C|f(x)| VvxeK Appel au critere de

Enfin, puisquef est intégrable sur K, il en va de méme He et le critere de Lebesgue :2pts

Lebesgue assure alors l'intégrabilité figsur K. Total iv. : 4 pts

ToTAL QIl : 8 PTS
Question Il

L'expression

1 2
/ dy / e ¥/ Xdx
0 2y

ne peut &tre calculée telle quelle puisqu’on ne connaitdeaprimitive de e¥/* par rapport
ax. Elle est cependant égale a I'intégrale double

Egalité avec
l'intégrale dans l'autre
= / /E e¥Xdxdy ol E={(xy):0<y<l 2y<x<2} ordre  d'intégration

partielle si l'intégrale
si celle-ci existe et elle pourra dans ce cas étre calaidges I'autre ordre d’intégration double existe : 1 pt

partielle (FUBINI). Identification
y (mathématique ou
graphique) du
14 -——-———-————2 Y= x/2 domaine : 2 pts

2
Appel a Tonelli pour

La fonction eY/X n'est pas continue sUE, 'adhérence deE, puisqu'elle n'est pas justifier — I'existence
définie au point(0,0). Lintegrabilité pourra cependant étre justifiee, eartu du critere de l'intégrale double :
de Tonelli, si on trouve un ordre d'intégration partiele|é Y/*| = e ¥/* qui existe. 1pt
Application de Tonelli
afcar|f|="f:1pt



En inversant I'ordre d’intégration proposé dans I'ec@pour ce calcul, on est conduit
a évaluer Intégrale avec ordre

/ ’ dx / X2 e Y/ dy (®) inversé : 2 pts
0 0
L'intégrale Justification de
X/2 o .
I = / eV dy I'existence dé : 1 pt
0

est définie puisque l'integrande¥* est continu sur le compaff, x/2] pour presque tout

x € [0,2]. Sa valeur est donnée par Valeur del : 2 pts

x/2

I, = {—xe*y/x} . —x(e" Y2 1)

En injectant cette valeur dans I'expressia),(on est amené a considérer

2
lp = (1—e‘1/2)/ x dx
0

Lintégrale 1, est également définie en vertu de la continuité de Graadex sur le
compact0,2]. Sa valeur est donnée par

lo=(1-e1/?) [X—;]: =21-e?)=2 (1_ i)

Justification de
I'existence de; : 1 pts

Des lors

Valeur del : 2 pts
) ToTAL QIII : 13 PTS

Question IV

i. Lapyramide dont les sommets se trouvent aux points srretpectivement O, A, B,
C et D, de coordonnéé®,0,0), (a,0,0), (0,a,0), (a,a,0) et(0,0,b) est représentée

ci-dessous. Total i. : 1 pt, accordé
Si présence
des dimensions etb
sur les axes
ii. Laformule connue donnant le volume de cette pyramidengéde calculer Calcul du

Bh volume par application

\V; 3 de la formule : 1 pt



ouB = a? est I'aire de la base carréefet= b la hauteur correspondante. On obtient
donc

2
a‘b

V=—

3
Vérifions cette formule par le calcul intégral. Le volumeld pyramide s’exprime
par Expression intégrale
V — /// dxdydz du volume : 1 pt
E

OUE est la pyramide.

La pyramide étant symétrique par rapport au plan OCD, sbunwe est égal au
double du volume de la pyramide OACD. Le domaine d’intdgratorrespondant
est noté&E’. Pour décriree’,

e xvariede O &;
e pourxfixé, y varie de 0 a la doite OC;
e et, pourx ety fixés,z varie de 0 au plan ACD. Réduction de

La droite OC est la diagonale de la base carrée. Elle a ppuationy = x dans le  lintégrale : 3 pts
planz= 0. Le plan ACD est un plan parallele a I'axe OY. Son équasst celle de
la droite AD dans le plag = 0, soit

z:—9x+b
a

On adonc Calculs : 3 pts

a X ~Oxtb
V:Z// dxdydz:z/ dx/ dy/ dz
E/ 0 0 0
a X b a b
:2/ dx/ <——x+ b> dy = 2/ <——x2+bx> dx
0 0 a 0 a

bx®  x1° ba2 ba?\ a2b
—2[‘a§+b5]0—2<‘?+7)—?

Comme attendu, le volume est égal au produit de l'aire des® ket du tiers de la

hauteur. Total ii. : 8 pts

De fagon alternative, on peut aussi déciireen faisant varieiz de 0 ab et en

considérant que, pour une hautedonnéex ety décrivent la section de la pyramide

a cette hauteur. Cette section est un carré deazité On a donc Méme répartition des
points pour la méthode

b -
V= // / dxdydz = / ( // dxdy> dz alternative
E 0 carré de cotaz/b

b az\2 221 a?b
:/0 (5) dZ:@HOZ?

TOTAL QIV : 9 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

e |l est important de s’exprimer correctement. On peut diréumg fonction est

intégrable fesp. n'est pas intégrable) sur un domaine donné ou que I'mtégde
cette fonction sur ce domaine existesp. n’existe pas). Par contre, on ne peut pas
écrire qu’une “intégrale est intégrable” ou qu’'une &gtale n’'est pas intégrable”.
Quand on veut étudier I'existence d'une intégrale ddsil faut toujours
commencer par étudier la continuité de I'integrandelswtomaine d’intégration.
Si ce domaine est un compact, la continuité sur ce compdtt aujustifier
l'intégrabilité. Si nécessaire, il faut ensuite jugtifi'intégrabilité au voisinage des
points ou 'integrande n’est pas continu et au voisinagéixfini si le domaine n’est
pas borné.

Cet exercice demandait d’examiner l'existence des iatéegr données. Pour
répondre & la question, il convient cependant de ne pag@&aa cet examen. Il faut
également énoncer explicitement le lien entre I'existenu la non-existence des
intégrales et la question posée : le temps exprimé paedbrale est fini si I'intégrale
existe et infini dans le cas contraire.

e |l n'était pas demandé de calculer le temips Si ce calcul de l'intégrale est
réalisé dans le but de prouver que sa valeur est finie, ihnegas oublier de
vérifier les hypothéses correspondantes. En effet, pouvar justifier qu’une
intégrale existe parce que sa valeur calculée est finfautl que I'intégrande
soit continu sur I'ouvert d'intégration et qu'il soit rfede signe constant aux
voisinages des bornes ou la continuité n’est pas assurée

e Dans cet exercice, la non-existence de l'integrand® ent/3 demandait la
justification de l'intégrabilité au voisinage dg 3. Ceci pouvait étre réalisé en
déterminant un comportement asymptotique de I'intédgatians ce voisinage
en termes de fonctions dont l'intégrabilité est connue.formule de Taylor,
appliquée a la fonction c@sapres factorisation comme dans la solution-type
ou directement & la fonction 48— 1, permettait d’obtenir le comportement
asymptotique recherché. Il fallait évidemment traeaifiu voisinage de/3. Le
comportement connu de d@sau voisinage de 0 n’était pas utilisable ici.

e Lors de I'étude de lintégrabilité, il faut faire appdtre le comportement
asymptotique de I'intégrande en fonction de la variabietégration, pas d’'une
autre variable. En particulier, pour étudier l'intégidéé au voisinage de 0, on
ne peut remplacer I'étude du comportement asymptotiqué/gétco$ 6 — 1
par celui de 1/x au prétexte que les deux fonctions sont identiques si oa pos
x=4cog0— 1. Il est indispensable d’étudier le comportement de lation de
la variable d’intégratior®.

e Une fois la continuité de l'intéegrande su@,11/2[ vérifiee, il est possible
de justifier la non-existence de lintégrale en montrané da limite d'une
primitive de l'intégrande n’est pas finie por— 11/2. En effet, le théoreme
fondamental assure que les limites de la primitive sontdigsi€intégrale existe.
Contrairement au point i., il 'y a pas ici d’hypothése dépmentaire a vérifier.

e Le fait que l'intégrande tend vers l'infini po@r— 11/2 ne suffit pas a justifier la
non-existence de l'integrale. L'intégrale peut exigidtintegrande “ne tend pas
trop vite vers l'infini”. Par exemple, la fonctiory1/x est intégrable au voisinage
de 0.



Question Il

Pour prouver qu’un énoncé est faux, il ne faut pas se cteteraffirmer qu'l
existe certainement des cas ou il n'est pas vérifie.adt dlonner un contre-
exemple précis. Ce contre-exemple n’a pas besoin d'étrpliqué. Il est tout &
fait permis de considérer une fonction unigfie- g. Il faut cependant toujours
montrer que I'exemple choisi vérifie les hypotheéses etrealit la thése.
De nombreux essais incorrects de demonstration de I&nont été rencontrés
dans les copies. En particulier, on rappellera que

¢ une fonction intégrable n’'est pas forcément bornée;

¢ lintégrale d’'un produit n’est pas égale au produit ddégmnales.

L'ensembleR est ouvert. Ce n’est pas un compact. On ne peut donc pas affirme
gu’une fonction continue sk est intégrable suR.

Ce n'est pas parce guR est ouvert qu’une fonction ne peut pas étre intégrable
SurR.

L'énoncé est faux. Ceci doit &tre prouvé en donnant urtreeexemple. Il faut
veiller a choisir un contre-exemple correct qui vérifie hypothéses et contredit

la thése. On notera par exemple que les fonctighxoll tgx ne conviennent pas
puisqu’elles ne sont pas continues Bur

Ce troisieme énoncé est vrai et peut étre demontraisarit appel au critéere de
Lebesgue qui dit qu’une fonction majorée en module par anetion intégrable
est intégrable. Dans le produig, d'une part,f est intégrable de sorte qu|
est également intégrable. D’autre parest continue sur K donc bornée sur ce
compact. Combinant ces deux résultats, ohga < C|f| € L1(K) de sorte que,
en vertu du critere de Lebesguigy € L1(K).

Une fonction intégrable sur un compact n'est pas forcéngentinue sur ce
compact. Par exemple, la fonctidi{x) = 1/,/X n’est pas continue sup, 1]
alors gu’elle est intégrable sur ce domaine.

L'énoncé i. est faux et ne peut donc pas &étre utilisé pustifier que,f etg étant
intégrables sur K (puisquge Co(K)), leur produit I'est aussi.

Le fait que I'énoncé i. est faux ne permet pas d’affirmer geteénoncé iii. I'est
également. En effet, I'énoncé iii. concerne le cas paligr d’'un compact.

Question Il

e Lintégrale proposéee ne peut pas étre calculée tabdley Il est donc indispensable

de changer 'ordre d'intégration. Le théoreme de Fubanantit que le changement
d’'ordre d'intégration ne change pas la valeur de l'ingdgrsi I'intégrale double
existe. Il faut donc justifier I'existence de cette intdgrdouble. Ceci demande de
faire appel au critere de Tonelli puisque l'integrandest’pas défini efi0,0). Ces
justifications théoriques sont importantes et attendues.calculs, méme corrects,
ne suffisent pas.

Le critere de Tonelli affirme que lintégrale existe si oaup trouver un ordre
d’intégration partielle de la fonction en module qui a dosséMéme si l'intégrande
est manifestement positif, il ne faut pas oublier de men@omue|f| = f et que la
justification de I'existence de l'intégrale peut des ot réalisée sur base fieen
méme temps que le calcul.



e Le critere de Tonelli demande qu’on justifie I'existences geemiéres intégrales
pour presque toutes les valeurs des variables par rappaguelles I'intégration
sera réalisée ultérieurement. Ici, il suffisait donculifier I'intégrale par rapport a
y pourx # 0, ce qui garantissait la continuité de I'intégrande [Sux/2].

e La représentation du domaine d’intégration est nédaesdalle permet en général
de vérifier si le domaine est borné et de réduire correetgrfintégrale. Dans cet
exercice particulier, elle permet de déterminer les nbewebornes d’intégration
résultant du changement d’ordre d’'intégration pasiell

Question IV

e Lareprésentation graphique précise du domaine d'iatém facilite grandement la
réduction de l'intégrale. Pour pouvoir raisonner quatitiement, il est nécessaire
de faire apparaitre les coordonné@est b sur les axes.

e La description du domaine demande de considérer une eremariable dont les
bornes sont des constantes puis une deuxieme variableletohiornes peuvent
dépendre de la valeur de la premieére variable et enfinplaidme variables dont
les bornes peuvent dépendre des valeurs des deux premBaesidérer dans cet
exercice que les bornes des 3 variables sont des constanteatra calculer le
volume d’un parallélépipede rectangle et pas d’'unempyada.

e La pyramide pouvait également étre considérée commenypilement de carrés
dont la longueur du coté diminuait avec la coordonzé€onsidérer un coté de
longueur constante revenait a décrire un paralléiégprectangle plutdt qu’une
pyramide.



