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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire lé gaivotre compréhension du cours
d’Analyse. Il est purement facultatif. Les résultats, $om mauvais, ne seront en aucun cas pris
en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilvest conseillé de vous placer autant que
possible dans les conditions d’une interrogation normagpondez aux questions seul(e), sans
interrompre votre travail, dans un délai indicatif de déexires et demie.

Un satellite est initialement en rotation sur une orbitew&ire de rayora autour de la terréA un instant
donné, on allume les propulseurs a poudre dont il est poafn de lui faire atteindre une orbite de rayon
R> a. Le temps de transfert entre les deux orbites est donné par

T / 2rdr
r

/i 2--) L

a

ou p > O est une constante. Pourra-t-il atteindre en un temps fenbubite de rayolR = 3a/2?
Qu’en est-il du temps nécessaire pour atteindre une atbitayonR = 2a?

Question I

Calculez en justifiant

I://e‘xzydxdy ol E={(xy):x>0y> 1)}

Question Il

Une plague& homogéne en forme de demi-disque de ralgpde masse par unité de surfgret de massm
est suspendue par un de ses coins. Dans sa position ddegugon centre d'inertie C est situé a la verticale du
point d'attache. On demande de déterminer I'arglgue fait le coté rectiligne de la plaque avec la verticale
dans cette configuration (Fig. 1) et de montrer que celued&pend pas des caractéristiques du demi-disque.
Pour ce faire, on suggére d'utiliser des axes de coordenpartésiennes alignés sur la plaque (Fig. 2).
Les lois de la physigue assurent que le centre d'inertiecasrdr sur I'axe de symétrie de la plaque et que sa
coordonnésy. est donnée par

/ pydxdy
b3

Ye = m

Figure 2

Figure 1
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Pour que le temps de transfartsoit fini, il suffit que I'intégrale existe, c'est-a-dirailq Temps fini si existence
la fonction f définie par de l'intégrale : 1 pt

F(r) = 2r
Vi a’\a
soit intégrable sufa, R.
Notons quef (r) s’écrit aussi
2ra
f =
") VH(2a—r)\/r—a

e Dans le cas oR = 3a/2, on observe que

f € Co(Ja,3a/2])

Continuité sur
N . o . a,3a/2| : 1 pt
Il reste donc a envisager l'intégrabilité au voisinage - a. On a ) , /2] . ,p S
Intégrabilité  justifiée
2ra 2a 1 dans?/(a) : 3 pts
VH(2a—-r)y/r—a Hr—a
de sorte qud est intégrable au voisinage de
Des lors, le temps de transfert est fini pour cette valeuagianr de I'orbite finale.  Conclusion Si
e Dans le cas ok = 2a, on observe que R=3a/2:1pt

f e Co(la,2a))

L'intégrabilité au voisinage de= a ayant été justifiee ci-dessus, il reste a envisager
I'intégrabilité au voisinage de= 2a.

Ona ) Non-intégrabilité
F(r) = 2ra L da (52 justifiee dans¥(2a) :
JVH(2a—-r)y/r—a /Ha2a-—r 3pts
de sorte qud n’est pas intégrable au voisinage de 2 ) .
Conclusion Si
Des lors, le temps de transfert n'est pas fini pour cetteuvale rayon de l'orbite R—= 23 :1 pt

finale. ToTAL QI : 10PTS



Question Il

Soit
| — //e’xzydxdy ol E={(xy):x>0y> 1)}
E
y
yi= b
Le domaineE peut étre décrit
e en faisant variek de 0 a+o; E

e et, pourxfixe,y de 1/x3 & +oo.

Le domaine étant non bornég, il est nécessaire de fairel aupcritere de Tonelli pour
justifier I'existence de I'intégrale. L'integrande étagositif sur le domaine d’intégration, ce Appel & Tonelli avec
critere permet d’assurer I'existence de l'intégrale paxistence d’'un ordre d’intégration |f| = f : 1 pt
partielle qui a du sens.

Choisissant d'integrer d’abord par rappost, duisque ey ne possede pas de primitive
enx s’exprimant au moyen de fonctions usuelles, on a Réduction del (quel

e que soit l'ordre) : 2 pts

+o R Tt -1 2
I :/ dx/ e Y dy:/ [—2 e * y] dx
0 1/x3 0 X 153

tel -1 1 teo ]
:/ im [ —re ™)+ e lx dx:/ — e Yxdx
0 |yote \ X X2 0o X
Calculs successifs et

o . . résultat : 3 pts
- [e 1/X]0+ - xL'Too <e 1/X) _x“—>n3+ (e l/x) =1 Premiére inliégrale :
Continuité : 1 pt, dont
) 1 0.5 pt pour la précision
e 67XV e Co([1/,+[) Vx>0 et ;e‘l/xeco(]o,wo[) x#00oux>0

. , ) L Justification
e Les intégrandes sont réels et de signe constant au vgésida chacune de Ieursde Fintégrabilite  au

bornes d'intégration.

Les deux intégrales partielles existent car

voisinage de l'infini :
e Les primitives admettent des limites finies. 1pt

L'intégrale existe donc et sa valeur, qui peut étre céewans n'importe quel ordre en

vertu du Théoréme de Fubini, vaut 1. Deuxieme intégrale :

Continuité : 1 pt
Justification

de [lintégrabilité au
voisinage de l'infini :

Remarquons que lintégrabilitt au voisinage de linfirind la premiere intégrale
partielle peut également étre justifiee en remarquaat qu

1
ex2y=0<¢>, (y— +) 0.5 pt
Justification
Notons aussi, que, pour la seconde intégrale, on a de [lintégrabilité au
voisinage dé : 0.5 pt
1 g 1
? ~ ?7 (X — +O°)



ce qui justifie également l'intégrabilité au voisinage lanfini. Par ailleurs, I'integrande

admet le prolongement continu

de sorte gu'il est intégrable au voisinage de O.

Question I

Ona

%
th(_R

//pydxdy //pydxdy

TR /2 T|R2/ y dxdy

avec

puisque, pour un demi-disque homogene de masse par ensi@fhcep, on a

Le domainex peut étre décrit

e en faisant variek de—RaR;

e et, pourxfixé,y de 0 au cercle

X2 +y? = R?, soity = vVRZ — x2.

On a donc successivement

2 R VRE—2
Yo =Tz /,RdX/o

k[ el

B3 R3 R3 1 4R 4R
T|R2< 3 _§> T2 3 3m

L'angle a est donc donné par

4
a= arctgk = arctg—

Celui-ci ne dépend pas des caractéristigdes p du demi-disque.

ToTAL QIl : 10 PTS

Relation entre l'angle
o ety; :1pt

Masse de la plaque :
1pt

Réduction
de l'intégrale double :
2 pts

Calculs : 3 pts

Valeur
exacte simplifiée (sans
R m ou p) de
l'anglea : 1 pt

®TAL QIIl : 8 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

Cet exercice demandait d’examiner I'existence de l'irdég Pour répondre a la
question, il convient cependant de ne pas s’arréter axeghen. Il faut également
éenoncer explicitement le lien entre I'existence de éméale et la question posée :
le temps de transfert est fini si et seulement si I'integeplepermet de calculer ce
temps de transfert existe.

Il n'était pas demandé de calculer le temps de transféxte $alcul de l'intégrale
est réalisé dans le but de prouver que sa valeur est finiee flaut pas oublier
de vérifier les hypothéses correspondantes. En effet, pouwvoir justifier qu’'une
intégrale existe parce que sa valeur calculée est finfauilque I'intégrande soit
réel, qu'il soit continu sur I'ouvert d’intégration et Gjusoit de signe constant aux
voisinages des bornes ou la continuité n'est pas assurée

Question Il

Le critere de Tonelli affirme que lintégrale existe si oaup trouver un ordre
d’intégration partielle de la fonction en module qui a dosséMéme si l'intégrande
est manifestement positif, il ne faut pas oublier de men@omue|f| = f et que la
justification de I'existence de l'intégrale peut des ot réalisée sur base fieen
méme temps que le calcul.
Le critéere de Tonelli demande qu’on justifie I'existences geemiéres intégrales
pour presque toutes les valeurs des variables par rappaguelles I'intégration
sera réalisée ultérieurement. Ici, il suffisait donculgifier I'intégrale par rapport a
y pourx # 0, ce qui garantissait la continuité de l'integrandeyen1/x3.
Une intégrale partielle peut étre justifiée au moyen digégres d’intégrabilité avant
son calcul. Elle peut aussi étre justifiee en se basanasrirhitive en méme temps
gue le calcul. Dans ce cas, il faut vérifier certaines hygsel : I'intégrande doit &tre
réel, il doit &tre continu sur I'ouvert d’intégration gtdoit &tre de signe constant
aux voisinages des bornes ou la continuité n'est pas @ss@e n'est que si ces
hypotheses sont remplies gque I'existence des limitessfidiene primitive permet
de justifier I'existence de l'integrale. Il est importarg @rifier ces hypothéses.
Ce n'est pas parce que lintéegrande présente une limite #m une borne
d’intégration qu’il est intégrable au voisinage de cdttene. La fonction 1x est
telle que

.1

lim —=0

X—+00 X

mais n’est pas intégrable au voisinage-de.
Ici, on a

X"T e =0 » e integrable aW (+)
——+00

Pour justifier correctement I'intégrabilité au voisimade I'infini, il faut faire appel
aux criteres d'intégrabilite. On peut montrer que BEgtande se comporte mieux
gu’'une fonction intégrable dans ce voisinage. De facterm@dtive, on peut aussi
réaliser le calcul et vérifier que les hypotheses sonplies (voir item précédent)
pour pouvoir déduire de la limite finie de la primitive qutégrale existe.



Question Il

Il était demandé de prouver que la valeur de l'anglene dépendait pas des
caractéristiques du demi-disque. Il était donc nédesshexprimer la masse du
demi-disque en fonction de son rayon et de sa masse suraafqude simplifier
'expression dex.

La plaque est en forme de demi-disque. Son aire vaut tBAE2 et pastR? qui est
I'aire du disque correspondant.

La réduction de l'intégrale sur le demi-disque doit &menée correctement. On
peut considérer que, pour décrire le demi-disqugrie de—RaR, puis que, poux
fixe, y varie de 0 au cercle, c’est-a-dira/&R2 — x2, expression qui depend deFaire
varierx de —R aR puisy de 0 aR ne décrit pas un demi-disque mais un rectangle.
Puisque le domaine et I'intégrande sont symétriques qggpart a I'axe QV, il est
aussi possible de calculer I'intégrale sur la moitié dplégque seulement. Dans ce
cas, il ne faut pas d'oublier de multiplier par 2 le résulthtenu pour obtenir la
valeur de l'intégrale sur la plaque entiere.

Les coordonnées polaires pouvaient aussi étre utilipéar calculer l'intégrale.



