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université MATHO0502 - ANALYSE MATHEMATIQUE 2

B EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.
Répondez aux d#fentes questions sur des feuillé&paiées.

Indiquez sur chacune de vos feuilles vomeméro d'ordre votre nom de famille en
MAJUSCULES et votre pnom en minuscules.

Rendez le carton avec votre néra d’ordre en néme temps que Vos copies.

[oe] [oe]
i. La convergence absolue de la s’e[eak implique-t-elle la convergence absolue de la s@ei—k?
K=1 k=1

Justifiez.
i. (a) Enoncez le critere de Cauchy pour la convergence unifoeseséries de fonctions.

(b) Exploitez ce critére pour montrer que, si la série decfions positivesz fk(x) converge
K=1

00

uniformément sut, alors la sériez fk(x)/k converge également uniformément sur
K=1

iii. Si feCy(]ab]), peut-on en déduire quiec L1(]a,b[) ? Justifiez.
iv. Une des lois de I'électromagnétisme affirme que le fluxcdamp électriqu& a travers une surface

ferméeX est égal a la charge électrique nette présente dansumed®’ délimité parX divisée par la
permittivité €g du vide. Le paramétrgy est une constante strictement positive.

(a) Exprimez cette loi en utilisant le formalisme du calautegral en supposant qiec C(R3),
queZ est réguliere et que la distribution des charges étpats est caractérisée par une densité
de charge par unité de volurpe

(b) Déduisez-en la forme differentielle (sans intégyale cette loi sous les hypotheses introduites
en (a).

Question I

Soit la série
00 (_1)kx2k+l

2 k=

K=1
i. Pour quelles valeurs decette série définit-elle une fonction ?

ii. Etudiez et justifiez la continuité de la fonctidrdéfinie par la série.

iii. Montrez, en justifiant, qud vérifie une relation du type

x3
xF (%) — (x) = h

ou a désigne une constante a déterminer. Sur quel intercalie relation est-elle vérifiee pdr?
Justifiez votre réponse.

1 (o]
Rappel :——— = Ksilgl < 1.
ppel:1—4 k;q ql

Tournez la page.



Question llI

i. Etudiez I'existence des intégrales suivantes :

(a) N 7
/ o /(x—

eInx

/1 dx
0o vx—-1

(b)

ii. On considere l'integrale

1
| ://7dxdy OUE = {(xy) : ¥ +y? <2RX y < X
dans laquell&rk désigne un paramétre strictement positif.
(a) Représentez graphiguement le domaine d’intégration
(b) Justifiez I'existence deet calculez-en la valeur.

Question IV

On appellespirale logarithmiquda courbe plane décrite en coordonnées polaires par
r=ae® 0eR

ol aetb sont deux constantes strictement positives.

. Calculez la longueur d'un enroulement (g a 6y + 2mM) et montrez que les longueurs des
enroulements successifs d’amplitudesbnt en progression géométrique.

ii. Déterminez I'expression en coordonnées polairesadéahgenter a la spirale dans I'orientation
correspondant au parcours de la spirale dans le sens tnigirique.

iii. En utilisant la méme orientation de la spirale loganitique, déterminez I'expression en fonctionede
de I'abscisse curviligne mesurée a partir du point A dedoonées cartésiennés 0).



SOLUTION

i. Quelque soik>1,0na
|a|

=S <l

Le terme général de la série deg/k| est donc majoré par le terme général d’'une série nuueéri
convergente puisque la série @ggsest absolument convergente.

Par le critere de comparaison, on en déduit la converganselue de la série

&
k

M s

k=1

ii. (a) Le critere de Cauchy pour la convergence uniforme skries de fonctions affirme que la

série de fonctiong .’ ; fx(x) converge uniformément sudrsi et seulement si, a toat> 0,
correspond un entiéd indépendant dg tel que

<eg

q
Z fk(X)
k=p

pourg > p > N quel que soik € T.

(b) La série dedy(x) positives étant uniformément convergente Buelle vérifie le critere de
Cauchy énoncé ci-dessus avec

Dés lors, on a

2 Tk

k=p

pour q> p> N quel que soik € I de sorte que la série donnée converge aussi uniformément
surl.

iii. Non, si f € Cy(]a,b[), on ne peut pas en déduire qliec IL1(]a,b[) comme le montre le contre-
exemple de la fonction

()= €Co01) et ¢La(l01)

iv. (a) Laloi de I'Electromagnétisme évoquée s'écrit

//E-nd()':i// pdVv
z € \%

(b) Sous les hypothéses envisagées dans I'énoncplitapon du théoreme de Gauss permet de
transformer l'intégrale de surface en intégrale de vaww®lon

//ZE-nda://VD-EdV

de sorte que, puisqle est une constante,

[l ear=2 fffsov= 2o
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Cette égalité étant valable pour un volumguelconque, on en déduit que

D-E:B
€0

qui constitue la forme différentielle de la loi considér”

Question Il

i. La série de puissances
0 (_1)kx2k+1

2k

K=1
définit une fonction en tous les points ou elle converge.

Appliquant le critere du quotient a la série des moduilesent

2

2=

i |Uk+1| o |X|2k+3 ka
2

- = lim
koo U] ko (K1) 261 2+ ke 2(k 4 1)

Cette limite étant strictement inférieure a 1 uniquetngour |x| < +/2, on en déduit que la
série converge absolument sur v/2,/2[ qui constitue l'intervalle de convergence de la série
de puissances. La série diverge Bureo, —/2[U]v/2, +oo].

Aux extremités X = ++/2), le terme général de la série vaut

(_1)k(i\/§)2k+l B i(—l)k\/z
k 2K B k
Il s'agit de deux séries alternées qui ne convergent paslament puisque le module de leur

terme général est un multiple de celui de la série harquangui diverge. Ces séries alternées sont
cependant semi-convergentes puisg(®'k tend monotonément vers zéro.

En conclusion, la série considérée définit une foncsionl’intervalle fermé[—\/i, \/Q].

ii. Lasérie donnée étant une série de puissances, &iigitdune fonction continue sur son intervalle
de convergencé— v/2,1/2] et aux extrémités de celui-ci auxquelles elle convergss Brs, on a

f e Co([-v2,V2)).

iii. Toute série de puissances est indéfiniment contimdiindérivable sur son intervalle de convergence,
la dérivation s'effectuant terme & terme. Ainsi, ur\/2,v/2[, nous avons

© (—1)%(2k+4 1)x*

=Y

=) k 2k
et donc
) B B 0 (—1)k(2k+ 1)X2k B 00 (_1)kx2k+1
xf'(x) — f(x) = xk:1 oK 2 kX
B i (—1)k(2k—|— 1)X2k+l 00 (_1)kx2k+1
& k 2K & k 2K
hd 2k+1-1 > 1
_ k2Kt 1 _ K2kl
= I(:l( 1)*x oK 2k:1( 1)%x x



Nous pouvons transformer cette série selon

sovetad () (5 (3)

:2X<Wi2/2>_1> =2X<%>g;22/)2)> :_22:_(;

en utilisant la série géométrique

s (=22 1 1 X2
k20(7> :1—(—x2/2):1+(X2/2)7 S E<1

On obtient donc
23
24 %2
qui correspond a I'eéquation differentielle donnéeoadition de prendret = —2.

Ce résultat est valabléx €] —v/2,v/2[ puisque cette condition permet a la fois la dérivatiomter
a terme et I'utilisation de la série géométrique.

Question I

i. (a) Soit

xf'(x) — f(x) =

to /(x—2)3
Y~ dx
/2 x3In2x

e Nous constatons d’abord que
(x—2)3

€ 2,400
oty < Coll2 o))
Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé boneis dang2, +oo|.

e Au voisinage def, on a

*x=2° 1 (1
Bingx - xanix C\x2 ) (X = +)

ce qui assure l'intégrabilité au voisinage dee puisque, dans ce cas, l'intégrande se
comporte mieux qu’une fonction intégrable.

En conclusion, I'intégrale existe.

(b) Soit
1 dx
v
e Nous constatons d’abord que,
1
E Co([0,1])

Cette fonction est donc intégrable sur tout compact indarss|0, 1[.



ii. Soit

e Au voisinage de 1, la formule de Taylor permet d’écrire

VX~ 14 [%{]X_l(x—l), (x—17)
soit 1
\/>—(—1~§(x—1), (x—17)
et 1 2
\/_xi—lefl’ (x—17)

De fagon alternative, en multipliant le numérateur etda@minateur de I'intégrande par
le binbme conjugué du dénominateur, on a directement

1 Vvx+1 2
VX—=1  x-1 x-1

(x—17)

L'intégrale n'existe donc pas dans ce cas.

dxdy ol E={(xy):X+y’ <2Rxy<x}

==

(@) Le domainee est délimité par le droitg = x et le cerclex? 4+ y? — 2Rx= 0. L’équation du

(b)

cercle peut aussi s’écrire sous la forme canonique
(X—R2+y? = R

ce qui indique qu'il s’agit du cercle de centi 0) et de rayorR passant donc par l'origine.

Le sens des inégalités montre que le domaine se trouwet@iéur du cercle et en dessous

de la droite.

& &

Le domaineE est borné mais ouvert et lintégrandgtx2+y2 n'est pas continu sur le
compactE correspondant. L'existence de l'intégrale ne peut dorscitee justifiee a ce stade
sur base de la continuité.

La forme du domaine et I'expression de l'intéegrande sogged'utiliser les coordonnées
polaires pour calculer cette intégrale.

Le changement de variables définissant les coordonnésisgscest regulier sik? \ {(x,y) :

y =0 etx < 0} et donc également s@r L'existence de l'intégrale peut donc étre examinée

une fois le changement de variables réalisé.
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Le changement de variables entre les coordonnées eambesi et polaires est défini par les
relations (voir figurex = r cosB ety = r sinB et son Jacobied =r.

En coordonnées polaires, le domaine devi2mt est décrit en faisant varier

e 6de—11/2 al'angle repérant la droite= X, soit@ = 11/4;

e et, pour fixé,r de 0 au cercle? +y2 = 2RXx, soit, en coordonnées polaireész 2Rcosf.
L'intégrale a calculer s’écrit alors

’J’ /4 2Rcosf
dxdy= dedr = / de/ dr
0

BT —T/2

I

et son existence est assurée puisque l'intéegrande eshecur le compact—11/2, /4] x
[0,2Rcosf].

Ona

/4 2Rcosf /4
/ do / dr = / 2Rcosfdd = 2R[sine]f/r‘[‘/2 =2R (ﬁ + 1)
—~Ty2 0 —T1/2 2

Question IV

La spirale logarithmique a pour équation en coordonneésirgs
r=ae

et peut étre esquissée de la fagon suivante

i. Le vecteur position d'un point P quelconque de la spiréers, en fonction du parameti®
s(6) =r(0)e:(8) =ae®e (6) o BeR (®)

La longueur_,n(6p) d’'un enroulement allant d&@= 6y a6 = 6y + 2t est donc donnée par
eo+2T[

Lon(0) = [~ 15(8)]| 0

0

7



ou
J(8) =r'(8)e +ré (0) = abe™ e +ac™ ey

|S(0)]| =av/1+b2e®

et donc
Ainsi,

Lon(60) = / o VI3 ¥ do
_a JITE [ ebe] Bo-+2m
2 e (ezm 1)
La longueur de I'enroulement suivant se calcule de la m&per :

Lon(Bo -+ 210) = \/1+b2eb9°+2" (ez"b )
—eZ"b[ vl+b2ebe°<e2"b )}:eznbLG(Oo)

Quand on passe d’'un enroulement au suivant, la longueur @plige par ™. Les longueurs
des enroulements successifs sont donc en progressiorégrépm de raison?&.

olo ol

ii. La paramétrisation #) de la spirale correspond au parcours de celle-ci dans Is sen
trigonomeétrique. Dés lors, la tangente recherchéeast&k par

o S(6) abe®g+a®ey b o 1 &
Cs®) av/i+ble® V1t?2 o V/14b2

T

\ey

iii. Avec la paramétrisationd), le point A de coordonnées cartésienjie)) est repéré pa = 0.
Par définition, I'abscisse curviligne d’un point P mesupar rapport a cette origine est donnée par

6
= [t

En valeur absolue, celle-ci est égale a la distance de Mmadurée le long de la courbe.
En exploitant les développement du pointi., on a

0
3(9):/oea\/lerZebtdt:a\/lerz %] :gm(ebe—l)

0




