¥ LI EGE Ao(t 2020

universite  MATH0502 - ANALYSE MATHEMATIQUE 2
Prof. Eric J.M.DELHEZ

e Durée de Iepreuve : 4 heures.
e Cet examen est livre ouvert. Les calculatrices sont autasiss.
e Répondez aux défentes questions sur des feuill&pagées.

¢ Indiquez lisiblement votre NOM en majuscules suivi de BtBmnom en minuscules dans
le coin su@rieur gauche de chaque faeenunérotez-la.

e Sivous ne&pondez paa une question, rendez une feuille blanche pour cette qureatiec
votre NOM et votre Fenom.

e Vos copies doivent in@pativementétre transmises au format pdf, en quatre fichiers
distincts correspondant aux quatre questions de cet exatraont les noms sont construits
sur le mogéle NOMPrenomQ1l.pdf, NOMPrenomQ2.pdf, NOMPrenomQ3.pdf et
NOM_PrenomQ4.pdf.

En cas de prok#me technigue ou de question,
Vous pouvez envoyer un mammm@uliege.be oetephoner au 04 366 93 13

i. Sila série a termes strictement posit@xk est convergente, que peut-on dire de la convergence de

00

, . 1 .
la serlez e ? Justifiez.

e

ii. On considére la suite de fonctions définie faix) = T x

(a) Déterminez la limite de la suite de fonctions gud|.
(b) Cette suite converge-t-elle uniformément gud| ? Justifiez.
(c) Utilisez le théoreme de Lebesgue pour justifier Ilé’ga

lim fk )dx = I|m f(X
k— J0o 0 k—o

1
(d) Calculez lim / fe(x)dx
k—o0 /0

iii. On considere la courbg définie par le graphique de la fonctidiix) = sinx surR.

(a) Déterminez, en fonction de la variabide vecteur tangent a la courbeC.

(b) Déterminez I'expression intégrale de I'abscissevitigne s mesurée a partir du point dé
d’abscissex = 11/2. L'intégrale ne doit pas étre évaluée.

iv. SoitV un domaine compact régulier &, > la frontiere fermée réguliére de celui-aila normale
extérieure &/ et ¢ un champ scalaire continllment dérivable YurEn appliquant le théoreme de
Gauss au champ vectoriile ol e est un vecteur constant, démontrez que

[l e ffone

Rappel :O0- (f) =f- O+ Y(O-f)



Recherchez une solution en série de puissancasideorobleme différentiel

(4-X)y'~y =0
¥(0)=2 y(0) =1

Sur quel intervalle cette solution en série de puissarem®sente-t-elle la solution unigue du probleme
differentiel ? Justifiez.

Etudiez I'existence des intégrales suivantes, en diatwsfd y a lieu en fonction du paramétfee R.
Les valeurs des intégrales ne sont pas demandées.
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iv. //y e Y'/*dxdyolU E = {(xy) eR?:x>0,y>0,x<y? xy<1}
E

On considére le con€ +y? = 47 et le cylindrex? + y? = 2¢x (ou £ > 0).

i. Esquissez le cdne et le cylindre dans le premier octant £ > 0).

Calculez le volume du domaine situé a l'intérieur dliredre et a I'extérieur du cone dans le premier
octant &, y, z> 0).

Déterminez l'aire de la portion du cdne située anférieur du cylindre dans le premier octant
x,y,z>0).



SOLUTION TYPE

00

i. Sila sériez Xk est convergente, alors son terme géngraénd vers zéra,e.

lim x.=0"
k—+o0
On a alors 1
lim — = 4o
k——+o ShX

On en déduit que la sen{ s diverge puisque son terme général ne tend pas vers zéro.
k=1

k

efX
[ f
. Soit la suite des fonction§(x) = T x
(a) Sachant que
. 0 Si 0,1
lim X< = !XG 0.4
k=00 1 six=1
on détermine la limite de la suite sous la forme
1 .
) — sixe [0,1]
f(x) = Jim fi(x) = 1+x
e 1/(2e) six=1

(b) La convergence de la suite n’est pas uniforme[@Ll]. Si c’était le cas, la limitef des fy
serait continue comme limite uniforme de fonctions corgmuOrf est discontinue en=1
vu le point précédent.

(c) Les hypothéses du théoreme de Lebesgue sont sassfaiisque
e feL1(]0,1]) vu quefy € Co([0,1]);
e la suite dedfy converge presque partout §0r1] vers la fonction X(1+X) ;
o |f(X)| <1/(1+x) € L4(]0,1]) presque partout sy, 1] et pour toutk.

Ceci justifie le passage de la limite sous le signe d'intibgmai.e.

lim fk ) dx= I|m f(X
k—o0 JQ 0 k—o

(d) Exploitant le résultat ci-dessus et tenant compte e la valeur de I'intégrande en= 1
n'affecte pas la valeur de I'intégrale, on calcule aisétne

Im/olfk(x) dx:/ dx—/ —dx— |n(1+x)};:|n2

iii. La courbe définie par le graphique déx) = sinx admet la paramétrisation
S(X) = xec+sinxg,, xeR
(a) Latangente ala courbe est donnée par

_ S(x)  ectcosxe
IS vI+cox




(b) L'abscisse curviligne mesurée a partir du point répgar
1
S(1/2) = Zect ¢

est donnée par

S(x) :/n/zus'(t)u dt:/n/z V1+ cot dt

iv. Surle compact réguliev de frontiereZ, le theoreme de Gauss s’écrit

///\/D-Fdxdydz://zF-nda

oun est la normale extérieure\&
Appliquant ce théoréme au champ vectogielou e est un vecteur constant, on a

///\/D-(q)e)dxdydz://)tq)e-nda

La formule donnée dans I'enoncé permet d’'écrire
0-(pe) = e- O +¢(0-e) =e- 0

puisquee est un vecteur constant. On a donc

///Ve-mq) dxdydz= //Zd)e-ndo—

OU encore, puisqueest un vecteur constant qui peut étre sorti des intégrales

e (//VDq)dxdydz) —e (//quda)

Cette égalité étant vérifiee quel que soit le vectetwnsidére, on en déduit que

//qu) dxdydz://zd)nda

Recherchons une solution de I'équation

(4-x)y'~y =0

sous la forme d'une série de puissances,dmit

ou les coefficientsy sont a déterminer.
Toute série de puissances étant indéfiniment continfigéerivable terme a terme sur son intervalle de
convergencd, on calcule successivement

00

Y =3 kax*
&1

y'(X) = Iik(k—l)akxk—2



Injectant ces expressions dans I'équation differdmtidlvient

o) 00

(4-x) 5 k(k—=Dax?— 3 kax'=0
k=2 k=1
soit N N
Y ak(k—Dacx?— 5 k(k—1)ax - z kax<1=0
= k=2

Afin de regrouper les differents termes, on modifie la peggnsomme par la substitutién— k+ 1 pour
obtenir

S 4(k+Dkag Xt 3 k(k-Daxt- 3 kaxt=0
k=1 K=2 &1

L'indice initial de la deuxieme somme peut étre modifieremarquant que le terme correspondant a
k=1 est nul. On obtient ainsi

00

Y 4(k+Dka Xt - Zkk 1) ay Zkakx 1-0
k=1

soit, aprés regroupement et simplification,

00

S |4k+ Dags—kadkt =0
k=1

Cette équation devant étre vérifiee en tout paide l'intervalle de convergence, on en déduit que les
coefficientsay vérifient la relation de récurrence

K ax
= k>1
=117 vk > Q)
On obtient successivement
ol L 2% 12a
2724 ®T 34 232

et plus généralement,
. 2--(k—1) ai . a1
2-3---(k—=1)-k 41 7 kgk-1

L'application des conditions initiales conduit &

y0)=ap=2 et y(O)=a;=1

Dés lors, on obtient

1
W= g K=
et
K o X
VX =24x+ 5 =24 e )

L'intervalle de convergence de la série de puissancesgimutieterminé par I'application du critére
du quotient a la série des modules, ce qui, en utilisand|{i(}t), conduit a la condition

lim M:M i L:m
koo |ayxK| 4 ks+ok+1 4

Lintervalle de convergence de la série est ddre| — 4, 4] et la série diverge sur— oo, —4[U]4, .
Les opérations précédentes, en particulier la déordaerme a terme, sont licites side sorte que
($) constitue la solution du probleme différentiel $ur 4,4/



La solution sous la forme ($) n’est pas valablexea 4 puisque la série prend alors la forme

qui est divergente (multiple de la série harmonique).
Enx = —4, par contre, la série s’écrit

et est convergente comme série alternée dont le modulerthetgénéral décroit mononotément vers
zéro (multiple de la série harmonique alternée).

Le probléme différentiel possede une solution uniquexdeis continlment dérivable sl oo, 4]
puisque les coefficients de I'equation differentielizife sous la forme canonique

Y
Y'+ia= 0

sont continus sur cet intervalle et que les conditions decasont imposées en= 0. On en déduit
que la série de puissances s'identifie a la solution unifyjugrobléme differentiel eR= —4 (méme si

on peut montrer que la série de puissances n’est pas blieriterme a terme ex= —4) puisque toute
série de puissances est continue aux extrémités de tmdle de convergence ou elle converge et que
la solution du probleme différentiel est également torg enx = —4.

En conclusion, la solution en série de puissances datéamieprésente la solution unigue du
probleme differentiel suf — 4,4/.

i. Soit
/4 dx
1 (x=3)3

L'intégrale n’existe pas car la fonctigix — 3) 3 n’est pas intégrable au voisinage xe 3.

/l ! dx
1/2 X2/3 Inx

Lintégrand est continu sufl/2,1]. Dés lors, I'existence de l'intégrale dépend uniquendm
l'intégrabilité au voisinage de 1 ou

ii. Soit

1
INX~In1+=| (x—1)=(x—1)
1 Xix=1 (x—1)
e

en utilisant la formule de Taylor pour déterminer le cont@arent asymptotique de la fonction In.
Deés lors, on a

f(x)~i (x—1)

de sorte que l'intégrale n’existe pas.



iii. Soit
o0 yh g B
[,
0 1+x2

La fonction 5
— X’

f(x) = X4€7

1+ x2

est continue sujO, +oo[ pour toutes les valeurs réelles du paramtreElle est donc intégrable
sur tout compact inclus darn, +[. Deés lors, I'existence de I'intégrale dépend uniquentEn
l'intégrabilité au voisinage de-o.

e Pourp <0, f ne tend pas vers zéro e et

1 (x“ e B¢

1+x2

), (X — +00)

Des lors, l'integrale n’existe pas.
e Pourf > 0, on a par contre
a2 1
e Px :°<ﬁ>’ (X — +)
et donc
xte B¢ 1
——— =0( —
1+ x2 <x2
ce qui justifie I'existence de l'intégrale.

>, (X — +00)

iv. L'ensembleE = {(x, y) ER?:x> 0,y > 0,Xx < y2, Xy < 1} peut &tre représenté de la fagcon suivante

Cet ensemble étant non borné, I'existence de lint@gdauble sera établie par application du
critere de Tonelli. Comme la fonctiofi(x,y) = ye‘Vz/X est de signe positif s, on af = |f|

de sorte qu'il suffit de trouver un ordre d’intégration jpete de f qui a un sens pour justifier
l'intégrabilité.
Considérons l'ordre d’intégration

1 1/x
/ dx/ ye /% dy
0 X



e La fonctiong(y) = ye—yz/x est continue (par rapporty) sur [/x,1/x] pour presque tout
x € [0,1] et est donc intégrable siy/x,1/x]. On calcule aisement

G(x) = \/l;(/xyeyz/x dy= —g [eyz/x]ig

e La fonction G étant continue suf0,1], son intégrabilite surl0,1] dépend de son
comportement au voisinage ge- 0.

Or,ona

lim [g <e*1—e*1/x3>} =0 soit G(x)=o0(1), (x—0")

x—0t

Deés lors,G est intégrable suo, 1].

Par le critere de Tonelli, on en déduit que I'intégralelble existe.

i. Le cdnex? +y? = 472 est un cdne circulaire droit d’axe OZ. L'équation du cgliex? + y? = 2¢x
peut encore s'écrire, sous forme canonique,

(x=02+y* =2

Il s'agit d’'un cylindre circulaire droit de rayofdont I'axe de symétrie de révolution est parallele

a OZ et passe par le poi(d,¢,0). Dans le premier octant, on a donc
z

X2 4+ y? = 20X

ii. Le volume recherché s’exprime par

Y, :///E dxdydz

ou le domaine est situé dans le premier octant a I'extérieur du corsel@ttérieur du cylindre.

Compte tenu de sa géomeétrie, le domaine est aisémerit déacoordonnées cylindriques, les
équations du cdne et du cylindre s’écrivant

X+y =47 — =2z
X+y?=20x — r=2(cosD

En décrivant la base du cylindre et en montant jusqu’awe con

8



e Ovariede 0 av/2;
e pour0 fixé, r varie de 0 au cylindre = 2/cosf;
e et, pourr et@ fixés,zvarie de 0 au cone=r/2.

On a alors, en tenant compte du Jacobien de la transformation

/2 2(cosh r/2 /2 2(cosh 2
vz/ de/ rdr/ dz:/ de/ = ar
0 0 0 2

.'.[/2 2¢cosh 3 .'.[/2
= / [ ] do= 2 ™ cos0do
0

3
3 m/2 3,2
=2 ™ cosB (1 sirPe) de:%/ (cosd — cosBsin?8) do
0 0
403 site]™* 8
3 { 3 ]0 )

iii. La portion ~ du cbne considérée est décrite, en adoptant une ptisatien basée sur les

coordonnées cylindriques, par

r
s(r,e):re((6)+z(r)ez:re((e)+§eZ
ou le domaine de variatiofl des parameétres est décrit par
ee[O,E] et re|0,2(cosh)
2
On adonc
os_ 1
o T
§—r uisque a—e'
0 € puisq 39 =€p
et
O N oo = (e Aew) + (e en) =re— -
ar " ae ~ &N TH(&AG zer
de sorte que
o5, 0|5
or 00 2
Des lors, l'aire de la surface est donnée par
//da // 9s as drde
1'[/2 2(cosh
_ V5 / de / rdr
2 Jo 0
-'-[/2 2 2/cosd
_V5 / H 40
2 Jo 2],

_\fez/ co<0 do

/2
:\/562/ 1+cos®d 40
0

2
V5 , sin®]™?
- o TR]
V5 2
_TT[E



