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e Durée de Iepreuve : 4 heures.
e Cet examen est livre ouvert. Les calculatrices sont autgeiss.
e Répondez aux défentes questions sur des feuill&pai€es.

¢ Indiguez lisiblement votre NOM en majuscules suivi de @tBnom en minuscules dans
le coin sug@rieur gauche de chaque faeénunérotez-la.

e Sivous ne&pondez paa une question, rendez une feuille blanche pour cette qureatiec
votre NOM et votre Fenom.

e Vos copies doivent in@pativementétre transmises au format pdf, en quatre fichiers
distincts correspondant aux quatre questions de cet exatraont les noms sont construits
sur le mogéle NOMPrenomQ1.pdf, NOMPrenomQ2.pdf, NOMPrenomQ3.pdf et
NOM_PrenomQ4.pdf.

En cas de prokme technigue ou de question,
Vous pouvez envoyer un mammm@uliege.be oetephoner au 04 366 93 13

i. Sila série a termes strictement posit@ Xk €st convergente, que peut-on dire de la convergence de

L. = 1 .
la serlez T ? Justifiez.

— X)Xk

ii. On consideére la suite de fonctions définie fgix) = e X VITx.

(a) Déterminez la limite de la suite de fonctions gud].
(b) Cette suite converge-t-elle uniformément gud| ? Justifiez.
(c) Utilisez le théoreme de Lebesgue pour justifier Ilé’ga

lim fk )dx = I|m f(X
k— J0o 0 k—o

1
(d) Calculez lim / f(x)dx
k—o0 /0

iii. On consideére la courbe définie par le graphique de la fonctidifx) = 1/x surR].

(a) Déterminez, en fonction de la varialdde vecteur tangent a la courbeC.

(b) Déterminez I'expression intégrale de I'abscisseviligne s mesurée a partir du point dé
d’abscissex = 2. L'intégrale ne doit pas étre évaluée.

iv. SoitV un domaine compact régulier &, > la frontiere fermée réguliére de celui-aila normale
extérieure & et ¢ un champ scalaire continllment dérivable YurEn appliquant le théoreme de
Gauss au champ vectorigle ou e est un vecteur constant, démontrez que

[l oo~ ffance

Rappel :O0- (f) =f- O+ Y(O-f)



Recherchez une solution en série de puissancasideorobleme différentiel

(14+3x)y"+3y =0
y(0) =1,y(0) = ~1

Sur quel intervalle cette solution en série de puissarem®sente-t-elle la solution unigue du probleme
differentiel ? Justifiez.

Etudiez I'existence des intégrales suivantes, en diatwsfd y a lieu en fonction du paramétfee R.
Les valeurs des intégrales ne sont pas demandées.

. 3 1
I /1 x—27 dx
1 1
ii. —————dXx
/1/2 x2/3In?x

o 3 e
i / dx
o 14X

iv. //x e YdxdyolE = {(x,y) € RZ: x>0,y > 0,y > X2, xy < 1}
E

On considére le coné +y? = 2 et le cylindrex? + y? = 2¢y (ou ¢ > 0).
i. Esquissez le cdne et le cylindre dans le premier octant £ > 0).

ii. Calculez le volume du domaine situé a l'intérieur diredre et a I'extérieur du cdne dans le premier
octant &, y, z> 0).

iii. Déterminez l'aire de la portion du cbne située anférieur du cylindre dans le premier octant
x,y,z>0).



SOLUTION TYPE

(o)
i. Sila sériez Xk est convergente, alors son terme géniraénd vers zéra,e.
K=1

lim x.=0"
k—+-c0
On a alors 1
k=400 (L — X)Xk +

P P 1 , . ., ,
On en déduit que la seni ——— diverge puisque son terme général ne tend pas vers zéro.
& (1— Xk)Xk

ii. Soit la suite des fonction$(x) = e X VI+x

(&) Sachant que

ok 0 sixe [0,1]
lim x* = )
k—+-00 1 six=1
on détermine la limite de la suite sous la forme
1+x sixe [0,1]
f(x) = lim fg(x) =
koo V2/e six=1

(b) La convergence de la suite n'est pas uniforme[BU|. Si c’était le cas, la limitef des f

serait continue comme limite uniforme de fonctions corgsuOrf est discontinue en= 1
vu le point précédent.

(c) Les hypotheses du théoreme de Lebesgue sont sassfaiisque
o feL1(]0,1]) vu quefy € Cy([0,1]);

¢ la suite dedfy converge presque partout §0r1] vers la fonctiony/1+ Xx;
o |f(X)| < vI+xeLy(]0,1]) presque partout si@, 1] et pour toutk.
Ceci justifie le passage de la limite sous le signe d'intiégmai.e.

1 1
lim [ fx(x) dx= [ lim fi(x)dx
k—o0 /O 0 k—=o

(d) Exploitant le résultat ci-dessus et tenant compte e la valeur de I'intégrande en= 1
n’affecte pas la valeur de I'intégrale, on calcule aisétne

1

im [ f(x) dx:/olf(x)dx:/ol Tx dx= E(HX)%}

k—o0 JO

2
2B

0

iii. La courbe définie par le graphique déx) = 1/x admet la paramétrisation

1
S(X) = xe&+ &, xeRY



(a) Latangente ala courbe est donnée par

. S(x) &Y
Sl 1
X

(b) Labscisse curviligne mesurée a partir du point répéar
1
S(2) =2e+ 5%

s(x):/ZXHs’(t)H dt:/zxy/lthédt

iv. Sur le compact régulier de frontiereZ, le theoreme de Gauss s’écrit

// D-Fdxdydz://F-nda
v s

oun est la normale extérieure\a

est donnée par

Appliquant ce théoréme au champ vectodielou e est un vecteur constant, on a

///\/D-(q)e)dxdydz://zq)e-nda

La formule donnée dans I'enoncé permet d’'écrire

0 -(be)=e-0p+¢(0-e)=e-0O¢

puisquee est un vecteur constant. On a donc

///Ve-mq) dxdydz://zd)e-ndo—

OU encore, puisqueest un vecteur constant qui peut étre sorti des intégrales

e. (//VDq)dxdydz) —e (//quda)

Cette égalité étant vérifiee quel que soit le veceecwnsidéré, on en déduit que

//qu; dxdydz://zq)nda

Recherchons une solution de I'équation

(1+3x)y' +3y =0

sous la forme d'une série de puissances,dmit

y(x) = Y ax



ou les coefficientsy, sont a déterminer.
Toute série de puissances étant indéfiniment continfigéerivable terme a terme sur son intervalle de
convergencd, on calcule successivement

_ 00 ka()(kfl
2,

= 5 k(k—1)ax?
k=2

Injectant ces expressions dans I'équation differdmtidlvient
(1430 Y k(k—DaxX?+3 Y kaxt=0
K=2 k=1
soit . . .
Y k(k—DaxX %+ Y 3k(k—Lax '+ Y 3kax'=0
K=2 K=2 k=1

Afin de regrouper les differents termes, on modifie la peggnsomme par la substitutién— k+ 1 pour
obtenir

00

Y (K+Dkagi X+ ;3k(k— Dacx "+ Y 3kax =0
K=1 K= k=1
L'indice initial de la deuxieme somme peut étre modifieremarquant que le terme correspondant a
k =1 est nul. On obtient ainsi

M s

(k+DkaciX 4+ 5 3k(k—Dax+ Y 3kax =0
k=1 =

k=1

soit, aprés regroupement et simplification,

00

> [(k+ 1) a1 +3ka<] k1 =
k=1

Cette équation devant étre vérifiee en tout paide l'intervalle de convergence, on en déduit que les
coefficientsay vérifient la relation de récurrence

-3k
=— vk>1
i1 = {7 & > (1
On obtient successivement
-3 -3.2 1-2,

32—7317 ag = 3 3-2—73(—3) a

et plus généralement,
1.2.--(k—-1) k-1 (=3 !
= -3 = k> 2
23 (k—D).k D) AT A k=

L'application des conditions initiales conduit &

y0)=a=1 et y(0)=a;=-1

Dés lors, on obtient

et
X< *)



L'intervalle de convergence de la série de puissancesgiemutieterminé par I'application du critere
du quotient a la série des modules, ce qui, en utilisand|{f(t), conduit a la condition

k+1
. X
lim M

k
o =3X lim —— =3[x/ <1
koo |agXY|

k——400 K41

Lintervalle de convergence de la série est dane | —1/3,1/3] et la série diverge syr— o, —1/3[U
]1/3,+oo].

Les opérations précédentes, en particulier la déomaerme a terme, sont licites side sorte que
($) constitue la solution du probleme différentiel $ur 1/3,1/3].

La solution sous la forme () n’est pas valablexea —1/3 puisque la série prend alors la forme

1§ BN () e 5

qui est divergente (multiple de la série harmonique).
Enx=1/3, par contre, la série s'écrit

3k— k ) (_1)k
1 =] =1
26
et est convergente comme série alternée dont le modulerthetgénéral décroit mononotément vers
zéro (multiple de la série harmonique alternée).

Le probléeme différentiel possede une solution uniquaxdiis continOment dérivable syr—
1/3,+oo[ puisque les coefficients de I'équation differentieltgii sous la forme canonique

Y+ l+3x)/ B

sont continus sur cet intervalle et que les conditions deciasont imposées en= 0. On en déduit
que la série de puissances s’identifie & la solution unilyuprobléme differentiel en= 1/3 (méme si

on peut montrer que la série de puissances n’est pas blierilerme a terme exn= 1/3) puisque toute
série de puissances est continue aux extrémités de tmdle de convergence ou elle converge et que
la solution du probleme differentiel est également co@ enx=1/3.

En conclusion, la solution en série de puissances datésmieprésente la solution unique du
probleme différentiel suf—1/3,1/3].

i. Soit
/3 dx
1 (X— 2)3

L'intégrale n’existe pas car la fonctigix — 2) 3 n’est pas intégrable au voisinage e 2.

/l 1 dx
1/2 X2/3 In?x

L'integrand est continu suf/2,1[. Deés lors, I'existence de l'intégrale dépend uniquetrs
I'intégrabilité au voisinage de 1 ou

ii. Soit

1
InX~In1+=| (x—1)=(x—1)
1 X|x=1 (x—1)
i



en utilisant la formule de Taylor pour déterminer le contiparent asymptotique de la fonction In.
Des lors, ona

1
f(x) ~ ()(_71)27 (x—1)
de sorte que l'intégrale n’existe pas.
iii. Soit
o0 3 X
/ dx
o 14X
La fonction e
X
f(x) =
14X

est continue suf0, +oo[ pour toutes les valeurs réelles du paramptreElle est donc intégrable
sur tout compact inclus dari8, +|. Deés lors, I'existence de l'intégrale dépend uniquentn
l'intégrabilité au voisinage de-o.

e PourP > 0, f ne tend pas vers zéro e et
1 <x3eBX

— =0
X 1+ X

>7 (X= 4w)

Des lors, l'integrale n’existe pas.
e Pourf3 <0, on a par contre

x4

eBX:o<i>, (X — 4)

et donc

=0 —
1+x X2
ce qui justifie I'existence de l'intégrale.

x3 e (1) (X 1)

iv. L'ensembleE = {(x,y) € R?:x >0,y >0,y >x?,xy< 1} peut étre représenté de la fagon suivante

y 2

xy=1

Cet ensemble étant non borné, I'existence de lint@gdauble sera établie par application du
critere de Tonelli. Comme la fonctioh(x,y) = xe /X est de signe positif Sut, on af = |f|

de sorte gqu'il suffit de trouver un ordre d’intégration jpete de f qui a un sens pour justifier
l'intégrabilité.

Considérons l'ordre d’intégration

1 1/x
/ dx/ xe Y/ dy
0 x2



e La fonction g(y) = xe ¥/* est continue (par rapport ¥ sur [x?,1/x] pour presque tout
x € [0,1] et est donc intégrable s(¥?,1/x]. On calcule aisement

1/x 1
G(X) = / xe VX dy= —x? [e*y/x} >
X

2 X2

— 2 (efl/x2 . efx)

e La fonction G étant continue suf0,1], son intégrabilite surl0,1] dépend de son
comportement au voisinage ge- 0. Or, on a

lim [-xZ <e‘1/xz—e‘x)] —0 soit  G(X)=0(1), (x—0)

Dés lors,G est intégrable suo, 1].

Par le critere de Tonelli, on en déduit que I'integralelole existe.

i. Le cOnex?+y? = 7 est un cone circulaire droit d’axe OZ. L'équation du cgliax? + y? = 20y
peut encore s'écrire, sous forme canonique,

ot (y— )=

Il s'agit d’'un cylindre circulaire droit de rayofidont I'axe de symétrie de révolution est paralléle
a OZ et passe par le poi(d, ¢,0). Dans le premier octant, on a donc
z

R4y =2

ii. Le volume recherché s’exprime par

Y, :///E dxdydz

ou le domain€ est situé dans le premier octant a I'extérieur du corgel@térieur du cylindre.

Compte tenu de sa géométrie, le domaine est aisémerit déacoordonnées cylindriques, les
équations du cdne et du cylindre s’écrivant

Xy =72 = r=z
X+y> =20y — r=2(sind

En décrivant la base du cylindre et en montant jusqu’awe con

8



e Ovariede 0 av/2;
e pour0 fixé, r varie de 0 au cylindre = 2/sin6;
e et, pourr et0 fixés,zvarie de 0 au cone=r.

On a alors, en tenant compte du Jacobien de la transformation

/2 2(sinB /2 2£sm9
V= / de/ rdr/dz / de/
2 2(sinB 3
_ / { ] do—& / sin*0 do
3 Jo

/2 g/3 12
= 3 ; sin6 (1 - cos'0) do = =/, (sin@ — sinBcos’6) db
= %3 [—00564- CO§9]H/2 = 1;663
3 3 Jo 9

iii. La portion ~ du cbne considérée est décrite, en adoptant une ptisatien basée sur les

coordonnées cylindriques, par
s(r,0) =re(0)+2z(r)e,=re(0)+re,

ou le domaine de variatiofl des parameétres est décrit par

ee[o,g} et re 0, 2¢sing]

Onadonc
% _e+e
ar =& +6&
ﬁ—r uisque a_a
et
as/\as r(erNeg)+r(e,Nep) =re,—r
or "\ 98 €& N6 2 /\N€) =16, —I'E
de sorte que
Js 0s
Des lors, I'aire de la surface est donnée par
/ / do = a_s A§ drde
1'[/2 2(sin®
= \/5/ de/ rdr

2 2¢sin®
=2 / { } de
Vel / Sin?0 do

0

w21 _
P Nel: / % de
0

Y [6— sinzZB}

vV2_,
—7116

/2

0



