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A. On considere la suite de fonctiofigx) = x<(1— x¥) sur|0, 1].

i. Déterminez la fonctiorf vers laquelle la suite converge g0r1].
ii. Veérifiez par le calcul que

) 1 1
I(I_lmm A fk(x)dx:/0 f(x) dx ©)

iii. Sur base de I'étude des extrema dgssur [0, 1], montrez que le résultaf)) ne peut étre justifié
théoriguement par application du théoreme relatifriiégration des suites de fonctions continues.

iv. Montrez que le théoreme de la convergence dominéestbedgue permet par contre d’expliquer le
résultat ).

B. Etudiez I'existence de 'intégrale
dxdy
15
OUE est la région du premier quadrant limitée supérieurdrpanla droitey = x et inférieurement par
la paraboley = X2.

Tournez la page.



Question I

On considere la série

o 1 « X2k+3
kZO(_ ) (2k+2)(2k+3)

i. Etudiez la convergence simple et la convergence unifornia skerie.
ii. Sur quel domaine la série définit-elle une fonction?
iii. Etudiez la continuité de la fonctiohdéfinie par la série.

iv. Montrez quef”(x) = sur l'intervalle de convergence de la série. Justifiez.

X

14+ %2

v. Exprimezf’ en termes de fonctions connues. Dans quel domaine cetésegpation de la dérivée de
f est-elle valable ?

l 0
Rappel :(—— = Ksilgl < 1.
Ppel 7—5 = 2 ' sild

Question Il

On considére la cardioide d’équation (en coordonn@ésines)r = a(1+ cosf) ou 0 €] — 1t 11 et oua
est une constante strictement positive.

i. Calculez l'aire de la surface plane délimitée par la
cardioide.
ii. Calculez la longueur de la cardioide.

iii. Calculez le volume de révolution généré par la
rotation de la cardioide autour de son axe de
symeétrie. Lutilisation des coordonnées sphériques
est conseillée pour cette sous-question.




SOLUTION

A. Soit la suite des fonctionf(x) = x<(1— x¥) sur|0, 1].

Sachant que
im s — {0 sixe [0,1]

f(x) = I(Iim fk(xX) =0 W¥xe|[0,1]

. On calcule successivement

1 1 1
lim / f)dx= fim [ X@—x)dx= lim [ (&—x*)dx
k—+c0 /O k—+o Jo k—+o Jo

_ e+l g2kl 1 _ 1 1
= lim — =lm |(——-=——]=0
k—sto |kK+1 2k+1 o koto k+1 2k+1

1 1
/f(x)dx:/ 0dx=0
0 0

de sorte que I'égalité est bien vérifiée.

et

Recherchons les extrema dégx) = X< —x* sur[0,1]. On a
fl(X) = k&1 — 2kt = k(1 — 2¢6)
de sorte que ces fonctions possedent des points statiear

x=0 et x=y1/2<1
ou
1 1
4~ 4
On peut montrer que le premier point stationnaire correg@omn minimum local et le second a
un maximum defy.
On en déduit que la differenddy(x) — f(x)| = |fk(X)| ne peut étre rendue arbitrairement petite
simultanément pour toutes les valeursxde|0, 1] puisque, quel que sdite N, il existe un point
% = 2-1/% de l'intervalle[0, 1] en lequel la difference est égale &1 La convergence n’est donc
pas uniforme sujo, 1].
Ce résultat entraine que I'on ne peut pas justifier le faét Gutégrale de la limite de la suite
desfy est égale a la limite des intégrales depar le théoreme relatif a I'intégration des suites
de fonctions continues puisque ce théoreme s'appui€tsyrdthése de convergence uniforme
sur[0,1].

fi(0)=0 et fk("l/Z):%_

iv. Les hypothéses du théoréme de Lebesgue sont setssfaiisque

e feL1(]0,1]) vu quefy € Cy([0,1]);
e la suite desfy converge presque partout §0r1] vers la fonctionf =0 ;

o [f(X)| = |X¢(1—X)| <1€1L4(]0,1]) presque partout sid, 1] et pour toutk.



Ceci justifie le passage de la limite sous le signe d'intiégmai.e.

1
lim / fi(X) dx— I|m fe(x)dx
k—o /o 0 k—o

B. On doit étudier I'existence de

// dxdy

={(xy):x€[0,1], y € [x*,x]}

L'ensembleE est compact mais la fonction/(xy) n’est pas continue St puisqu’elle n'est pas
définie au point0,0).

L'integrande étant positif SUE, on a|1/(xy)| = 1/(xy) et I'existence des intégrales successives

oo

assurerait I'existence de I'intégrale double (Tonelli).

e Pour (presque) tout dans]0,1], 1/(xy) est intégrable par rapportyasur l'intervalle ]x2, x|
puisque

1 2
Xy Co([x%,x])
On calcule aisement

1 ) = S X _ Lt Inx
/szydy = [Iny]%, = (Inx i) = 2In % = ~In = =

o || faut ensuite examiner si

X e Lago.1)

)_1(:0<_Ir17x>7 (x—0)

Ce n’est pas le cas puisque



La non-intéegrabilitt de—Inx/x dans l'intervalle considéré peut aussi étre démented
remarquant que cette fonction admet la primitive

1 .
F(x) = —Elnzx avec  limF (x) = —eo

or, si—Inx/x était intégrable suj0, 1], sa primitive admettrait une limite finie en 0.

Les raisonnements ci-dessus montrent quey ¢ IL1(E). En effet, si une fonction est intégrable,

tous les ordres d'intégration partielle existent et caselot au méme résultat (theoreme de Fubini).
Puisqu’on a trouvé un ordre d'intégration partielle gléxiste pas, on en conclut que la fonction

n'est pas intégrable sur le domaiBeonsidéré.

Question I

i. Le terme général
x2Kk+3

-1
(=1 (2k+2)(2k+3)
n'étant pas positif pour tous lés le critere du quotient est appliqué a la série des mesdul

Uk =

: : 2k+5 2k+2)(2k - (2k+2)(2k
lim ’Uk—&-l‘ — lim ‘X’ ( + )( +3) _ ‘X’Z lim ( + )( +3) _ ’X‘Z
ko |U] k= (2k+4)(2k+5) x| 2<+3 k- (2k+4)(2k+5)
Il nous assure que la série étudiée converge absolurnjtt & 1, c’est-a-dire sur =] —1,1[ oul

est l'intervalle de convergence de la série, et diverged&t sans module) sp#- co, —1[U]1, 4-oo].
Enx = +1, la série des modules s’écrit

= 1

k;) (2k+2)(2k+3)

1 1
(2k+2)(2k+3) a2’

La série converge donc absolumenten +1.

(k= o2

En conclusion, la série converge simplement[su, 1].

La série donnée étant une série de puissances conmegjaglement suf—1,1], elle converge
uniformément suf—1,1].

ii. Puisque la série donnée converge [sut, 1], elle définit une fonction sur-1,1].

iii. La série considérée étant une série de puissatmegergeant sur1,1], elle définit une fonction
continue suf—1,1].



iv. Toute série de puissances est indéfiniment contimiméerivable terme a terme sur son intervalle

de convergence. Ainsi,
o0 X2k+3

= kZO(_l)k(2k+ 2)(2k+ 3)

est indéfiniment continlment dérivable terme a ternvel se] — 1,1[. Sur cet intervalle, il vient
successivement

, 00 ‘ X2k+2
f'(X) = -1
) kZO( ) 2k+2
puis
[oe] 0 [oe] X
f//(X) _ (_1)kx2k+l:X (—1)kX2k:X (_XZ)k:
kZo kZO kZO 1+x
ol la derniere égalité est obtenue en posgat—x? €] — 1,1 dans
i—iqk pour g <1
1-0 &
On adonc X
"(X) = l=]-1,1
(=1 Sur 1=]-11]
v. En primitivant I'expression ci-dessus, on obtient
1
f/(x) = EIn(1+x2)+C vxe]—-1,1] )
La constantéC peut étre déterminée en remarquant que
s x2k+2 2 A ¥
fI(O): (_1)k = 4 ... =0
e 2k +2 2 4 6 %0
= 0 -

de sorte que I'égalité () en= 0, devient 0= 0+ C, soitC = 0. On en déduit que

f/(x) = :—ZLIn(1+x2) vxe]—1,1] #)

Cette égalité peut &tre prolongée sur l'intervalid, 1] par le raisonnement suivant.
D’une part, on sait que toute série de puissances est Gomgint dérivable terme a terme aux
extremités de son intervalle de convergence ou la skrsedérivées considérées converge. La
fonction f est donc continllment dérivable erl et en+1, puisque la série des dérivées évaluée
en ces points s’écrit

00 ‘ X2k+2 1

_ RPN
kZO< VT2 ZO( V2
= X==41 =

qui est semi-convergente en tant que série numérique@dtedont le terme général en module
1/(2k+ 2) tend monotonément vers 0.

D’autre part, puisque’ et 1/2In(1+x%) sont toutes deux continues surl, 1] et égales sur

| —1,1], cette égalité (+) se prolonge aux extrémités de Firahe, i.e.

N

f’(x):%ln(lerz) vxe [-1,1]

Question Il



i. SoitX la surface délimitée par la cardioide. L'aire a calcslexprime par

ﬂl://dxdy
2z

En coordonnées polaires, cette surface est repréesgatée

={(r,0) : €] -1 1, r €]0,a(1+ cosB)[}

a(1+cos9)

€

Ainsi, en introduisant le Jacobierdu changement de variables entre les coordonnées eanesi

et polaires, il vient
m a(1+cosh)
,q://dxdy://rdrde:/ dG/ rdr
! —TT 0

2/ a2(1+ cosB)? de

= (1+ cog 0+ 2cosh) db

2
a? 1
== 7n<1+§(1+c0323)+20059> do

a? [m,3 1
_5 <2+2c0523+2c059)d6

2 4
3ma?

2

I
{36 + 1sm29+2$|ne]
2 —T

ii. En coordonnées polaires, le vecteur position d’un pdala cardioide est donné par

s(6) =re =a(l+cosb)e, B €] —m, T

Puis ued— , il vient

s(0) = —asinB e +a(1+ cosh) ey



d’ou

$(8)]] = ay/SirPO+ (1+ cosd)?

— aV/sir?0+ 1+ co20 + 2cod
=av2+2codh

= av2v/1+ cosB

—av? 200§g

=2a cosg :2acosg sur] — T, 1q

De Ia, en tenant compte de la symétrie de la courbe par reppaxe OX,

n 0 T 9 1"
L= 2a/ cos—=do = 4a/ cos—dO =8asin=-| =8a

iii. Soit §2 le corps engendré par la rotation de la cardioide. Le velamalculer s’exprime par

v :///dedydz

En coordonnées sphériques, ce domaine est décrit par

Q' ={(r,6,0) : 8€]0,1, ¢ €]0,2m, r €]0,a(1+cosb)[}

Ainsi, en introduisant le Jacobierfsin® du changement de variables entre les coordonnées
cartésiennes et sphériques, on obtient

V:///dedydz: ///erzsinedrdedq)

2n s a(1+cosh)
:/ dq)/ sinede/ (2 dr
0 0 0

b1 3 3
:2n/ sind w d0
0

_om [_ (1+ cose)“} :

3 4
2mad [2¢

=2
8’

-3



