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université MATHO0502 - ANALYSE MATHEMATIQUE 2

B EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.

Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux défentes questions sur des feuillépai€es.

Indiquez sur chacune de vos feuilles vomeméro d'ordre votre nom de famille en
MAJUSCULES et votre pnom en minuscules.

Question la

i. Définissez le concept de suite numérique de Cauchy endmz le critere de convergence
correspondant.

ii. Soitla série
® sinfx
2 K
(a) Démontrez que cette série converge simplement-smy/2,11/2].
(b) Démontrez que la série est dérivable terme a termg-su/2,11/2|.

Question Ib

i. On décrit I'eécoulement d'un fluide dans un domaihpar le champ vectoriet € C;(E) de la vitesse
du fluide.

(a) Donnez I'écriture mathématique de la circulatiorvdmir une courbe réguliere fermégaracée
au sein dee.

(b) Montrez que, au prix d'éventuelles hypothéses aatulitelles a préciser, cette circulation est
nulle si I'écoulement est irrotationnele. si le rotationnel de la vitesse est nul en chaque point
deE.

ii. Siegdésigne le vecteur unitaire azimutal du triedee €g, €,) associé aux coordonnées cylindrigues,
calculez

Question I

On consideére la série

21

ey d6
0

- (2x+ 1)
kZO(_l)k k+2

i. Sur guel domain& la série définit-elle une fonctioh?
ii. Etudiez la continuité de la fonctiohdéfinie par la série.

iii. Déterminez (sans la calculer) une somme partielleagpantf (0) avec une erreur maximale de ¥0
iv. Calculezf’(—1/2). Justifiez.
V. Montrez quef est décroissante sBN] — o, —1/2].

Tournez la page.



Question llI

i. Etudiez I'existence de

1
2 Inx
— dx
0 VX
ii. Etudiez 'existence de o 1
iy X
2 /XInx
iii. Etudiez I'existence de y
X 1
————dxd
Mo :
|
sur le domain représenté ci-contre en discutant s'il y a lieu en E :
fonction du parametrp € R. :
La valeur de l'intégrale ne doit pas étre calculée. x=y |
|
X
|
0 1

Question IV

Selon le principe d’Archimede, tout corps plongé dansquidie subit de la part de celui-ci une poussée
verticale égale au poids du liquide déplacé. Des larsqgu’un corps flotte sur I'eau, la ligne de flottaison
est telle que la masse totatedu corps est égale au produit de la masse par unité de vguad'eau et du
volume immergéi(e. sous la ligne de flottaison).

On considere un flotteur de massalécrit par

X¥+y?<2az 0<z<H

ou I'axee, est dirigé vers le haut et @désigne une constante strictement positive représamariongueur.

i. Esquissez le flotteur.

ii. Calculez le volume de la partie immergée du flotteur entrez que la hauteun de cette partie
immergée (supposée inférieuréld est donnée par
m

he= [
TP

iii. Calculez l'aire de la surface latérale du flotteur &itusous la ligne de flottaison. Cette aire sera
exprimée en fonction daeth.



SOLUTION

Question la

i. Une suite numériquéxc} est convergente si et seulement si elle de Cauahi et seulement si

(Ve>0) AN eN)(Vq=> p>N)|xp—Xg| <€

ii. On considére la série de fonctions

(a) Le critere du quotient appligué a la série des madpkrmet d’en justifier la convergence
absolue suf— 1/2, 11/2] puisque, pour tout fixé dans] — 11/2,11/2],

(] [sinftix k

LA AR =  _ —sinX <1
k—s+o | f(X)] k—s+o0 ]sin"x] k+1 | |

(b) Cette série définit une fonctiohe Cy(] — 11/2,1/2|) et elle peut étre dérivée terme a terme
car elle vérifie les 3 hypothéses du théoreme de d@ivakes séries de fonctions.

e La série converge simplement sur 11/2, /2| (Voir (a)).
e La série des dérivées

© ® kcosxsintix & .
DY — = cosxsin“1x
= = =

converge uniformément sur to{a,b] C] — 11/2,11/2] puisque son terme général y est
majoré en module par le terme général d'une série nigmé&rconvergente (Critere de
Weierstrass). On a en effet

|cosxsin1x| < |sin x| <kt vxe [a,b]
ou
I = MaXcabjc -2z | SINX| <1

de sorte que*! est le terme général d’'une série geomeétrique conméegge raison
inférieure a 1).

Les hypothéses du théoréme étant rencontrées suatbutC] — 11/2, 11/2], elles garantissent
la dérivabilité terme a terme sbr 11/2,11/2].



Question Ib

i. (@) Lacirculation s’écrit mathématiqguement

%v-ds
C

(b) SiOAv=0dansE et siE est simplement connexe alorglérive d’'un potentiel scalair¢g.
il existe @ € C(E) tel quev = Ua.
Par le théoreme fondamental des intégrales curviligmegn déduit que

7{Cv-ds:7{CD¢-dS=<P(Sz)—(P(51) =

guelle que soit la courbe réguliegefermée tracée darispuisques, = ;.

De fagon alternative, on peut raisonner de la maniereatev

S'il existe une surfac& réguliere par morceaux s'appuyant gtiet entierement comprise
dansE, et siDAv = 0dansE on a, par le theoréme de Stokes,

fv-ds:/ (OAV)-ndo =0
c b3

ou le sens de la normateest compatible avec la regle de la main droite appliquéseas
de parcours d€.

Notons que I'hypothése d’existence d’'une surface E est satisfaite si et seulementsest
une courbe réductible.

ii. En projetanteg sur les vecteurs, ete, de la base cartésienne, on a

— €0
& € = —sind e+ cosb g,
de sorte que

2n 2n 21
& / eedG:/ _sine de ex+/ cosH d6 e,

0 0

6 2n
alternative, on peut noter que
d
&(0) = 5& (0)

de sorte que
2n 211der 2n
| ede= [ Thdo=[a(®)] "= a@y-a© =0



Question I

Soit la série
- K (2x+ 1)k

kZO(_l) k+2

i. Cette série définit une fonction pour toutes les valeigrs pour lesquelles elle converge.
L'application du critere du quotient a la série des medutonduit a considérer

k+1
jim Yetal _ jy k2[4 1
k—so0 |Uk| koo K+ 3 |2X+l|k

=|2x+ 1|

On en déduit que
e la série converge absolument |8k + 1| < 1, c’est-a-dire sur l'intervalle de convergence
I=]-1,0;
o la série diverge (avec et sans modulelpgi+ 1| > 1,
c’est-a-dire suf — o, —1[U]0, +oo].
Le critere du quotient ne permet pas de concluré2si- 1| = 1. Il convient donc d’étudier
séparément la convergence des deux séries numériguresmondant #= —1 etx = 0.
Enx= —1, la série prend la forme
A |
k; k+2

Elle est donc divergente puisque son terme général est@stique au terme général de la série
harmonique qui diverge.

Enx=0, la série s’écrit

k;(_l) k42

Cette série est une série alternée qui ne converge pakiatent puisque le module de son terme
général est asymptotique au terme général de la s&énednique (voir le caxs= —1). Par contre,
étant donné que le module du terme général de cette akkeirnée tend monotonément vers 0, la
série est semi-convergente.

En conclusion, la série de puissances convergg syr 1,0] qui constitue donc le domaine de la
fonction définie par la série.

ii. La série donnée étant une série de puissances gewetr sul — 1,0, elle définit une fonction
continue suf —1,0].

iii. La valeur de la fonctionf enx = 0 est donnée par
Sk L

0=3 1

Il s’agit d’'une série alternée convergente dont le moduléerme général tend monotonément vers
0. L'erreur commise en approchant cette série par une deosases partielles est donc majorée
en valeur absolue par la valeur absolue du premier termeaégoit

n 1 1
f0)=S (-)k——+¢ avec |¢]<——
kZO k+2 n+3

Des lors,n = 97 est la plus petite valeur depour laquelle

1
= <1032
n+3—
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On peut donc approchdi(0) avec une erreur inférieure a par
97 1

k;(—l)km

iv. Toute série de puissances peut étre dérivée terteen@e sur son intervalle de convergence. Sur
I=]—-1,0[, onadonc

@ k2k 2x+ 1)k-
=2 PR

Puisque-1/2€1I,0na

X
N
X
I\J
X
_I_
=

\_/

I'N

x=—1/2

vu que le seul terme non nul de la somme est celui correspbadan 1.

V. SUrEN|—o,-1/2[=]—-1,-1/2], on a X+ 1 < 0 de sorte que
> 2k(2x 4 1)1 1 2k|2x 41kt
) — (kKT DT 7k k-1 ek T
0= 3 (D =Hg— = 3 (VTS
> 2k
=-3 —l>x+1t<o
L k+2

La fonction est donc décroissante sur cet intervalle.

Question I

i. Soit I
2 nx
\/),( dax
Ona Inx
; €Co(]0,1/2))

Cette fonction est donc intégrable sur tout compact indiass]0,1/2]. Il faut encore étudier
I'intégrabilité au voisinage de 0. On peut écrire

Inx:o<i>, (x—0")

1
X4
et donc | L
nx
—=o0(=% |, (x=0"
VX <x3> ( )
de sorte que l'intégrale existe.
ii. Soit o g
ey X
2 /XInx
Ona 1
——— € 2+
ey € Coll2 e



Cette fonction est donc intégrable sur tout compact indiass|2,+oo[. |l faut encore étudier
l'intégrabilité auV (+). On peut écrire

}:o< = >, (X — +o0)

X VXIn2x

puisque

. 1/x _In®x
lim / =Ilm—=0
X—4-00 1 X—00 \/)_(
VvxInZx
de sorte que l'intégrale n’existe pas. y
iii. On se propose d’étudier I'existence de l'intégrale 1 |
|
X E |
—————dxd |
Mo .
o |
. L X=\y
sur le domain& représenté ci-contre. L X
0 1

Pour les valeurs d@ < 0, l'integrande est continu ou admet un prolongement onansur le
compactE. Ceci permet de justifier I'existence de l'integrale daasas. Cet argument n’est pas
valable poul3 guelconque.

De fagon générale, on fait des lors appel au critereatelli qui permet de justifier I'existence de
l'intégrale si on trouve un ordre d’intégration partéetle la fonction en module qui a du sens. On
remarque cependant que

X
= > 0 SurkE

X
‘yﬁ(1+ x2y2)2 | yB(1+x2y2)2

Nous pouvons décrire le domaine en faisant vayide 0 a 1 et, pouy fixe, x de 0 a,/y, ce qui

conduit a la réduction
[ e
————dx
o Yo yR(14x2y2)2

La premiére intégrale existe puisque, pour presqueytdans|o, 1],

m € Co([0,\/Y))

On calcule

VY X 1 vy
/o VL g2 = ‘2yﬁ+2<1+x2y2>]0
_ 1 11 (1
2P 2(1+ye) | 2y2 zw( 1+y3>
1y 1
2P0y 2yR1(14yB)

Il faut ensuite examiner I'existence de

1 1
| s

Remarquons d'abord que
1
——— € (Cy(]0,1
2P 1wy -
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Il faut donc encore veérifier I'intégrabilité au voisinage 0 ou
1 1
2F1(1+y8) 2R

de sorte que cette deuxieme intégrale partielle exifte<sR et n’existe pas $ > 2.

(y—0")

SiB < 2, l'intégrale double existe en vertu du critere de Tanek critere de Tonelli ne permet
cependant pas de conclure directement a la non-existenkietégrale double quanf > 2 car il

ne donne qu’'une condition suffisante d’'intégrabilité. @ut cependant conclure que l'intégrale
double n’existe pas pour ces valeursfdeuisque, si elle existait, le théoreme de Fubini assiirera
I'existence des intégrales simples successives quelajukosdre d'intégration partielle choisi.

En conclusion, I'intégrale double proposée existe seatesnent sp < 2.

Question IV

i. Le flotteur est 'intérieur d'un paraboloide d'axe vedl tel gu'illustré ci-dessous. Pour toutes les
valeurs dez € [0,H], la section est un disque dont le rayon augmente agetonr (z) = \/2az

ii. Le volume de la partie immergée du flotteur, noEea’exprime par

V:///dedydz

L'intégrale existe puisque l'intégrande-(1) est continu sur le compakEt

La symétrie de révolution d& autour de I'axe vertical conduit naturellement a utilisks
coordonnées cylindriques pour étudier ce probleme.demdonnées cylindriques, le domaine est
décrit par

E={(r08,2:0<08<2m0<z<h 0<r<+2az



En prenant en compte le Jacobika r associé au changement de variables entre les coordonnées
cartésiennes et cylindriques, on obtient

21 h 2az
V:///dxdydz:/ de/ dz/ dr
E 0 0 0
h r2 2az h
:21'[/ [—} dz:n/ 2azdz
012]p 0

h
é} = mah?
0

=2
e

Par application du principe d’Archimede, la hautbufe la partie immergée est donc telle que
m=pV = prah?

soit
ho [
Tap

iii. La symétrie de révolution suggére encore d'utitisme paramétrisation de la surface latérale du

flotteur basée sur les coordonnées cylindriques. Le ueptesition d'un point de la surface latérale
immergée est donné par
5(6,2) = (2) & () + z&,

our(z) = +/2azde sorte que

(6,2) =+v2aze +2ze, avec 0€(0,2m], z€ [0,h]

Il vient des lors successivement

Js Js +2a
FT = v/2azey, i —Zﬁer+ez
o Js 0 s 0
s 0s s 0s
il _ /a2
ae/\az ae,+v?2aze, ' ae/\az ac+2az

L'aire latérale de la surface immergée vaut

21 21
g; gs 40 dz —/ de/ Va2 1 2az dz
(a2+2az)3/2]
_on| &Y
3a o

2;[ {(a + 2ah) 2 _ 3]



