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université MATHO0502 - ANALYSE MATHEMATIQUE 2

B EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.

Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux défentes questions sur des feuillépai€es.

Indiguez sur chacune de vos feuilles vomeméro d'ordre votre nom de famille en
MAJUSCULES et votre pnom en minuscules.

Rendez le carton avec votre néra d’ordre en néme temps que vVos copies.

i. Définissez le concept de convergence uniforme d’'une sldtfonctions sur un intervalle

ii. On consideére la spirale logarithmique dont I'equatien coordonnées polaires est ab’ ot a etb
sont des constantes strictement positives (&vgdl) et oub €]0, +o].

Déterminez I'expression de la tangemten un point P de la spirale logarithmique ainsi que la mesure
de I'angle entréOP (ou O désigne I'origine du repere) &t

iii. Si f etgsontintégrables au sens de Lebesguglsureo[, peut-on en conclure quigy € L1 (]1, 4-oo[) ?
Justifiez.

iv. Montrez que, pour tou constant et non nul,

7{<De- ds:—e-// ObAdo
c b3

ou Z désigne une surface réguliere s'appuyant sur la cowtme&e( et telle que les orientations de
la surface> et de la courbe™ sont compatibles avec la regle de la main droite. Prédeszonditions
suffisantes sur le champ scalafpgoour qu'il en soit ainsi.

Déduisez-en que
fqads:—//mqmda
c by

On rappelle que, pour tout champ scalaipeet tout champ vectoridl suffisammentétivables,

OA(Wf)=0pAf+wOAf

Question I

On pose
] (t _ 1)2k+l
=2 2k+1
K=0
i. Déterminez le domaine de définiti@de f.
ii. Précisez la continuité et la dérivabilité de cetbadtion f. Justifiez.

iii. Sur base de I'expression dé, déterminez une expression flen termes de fonctions connues. Sur
quel intervalle I'expression obtenue représente-eelustifiez.

Tournez la page.



Question llI

Calculez, en justifiant,

Question IV

On considére le domaine

Joo Joo )
= / dy [ x2e*Ydx
0 1/y

E={(xy,2) €R3:x y, z> 0,2 +y* < a2, bz< xy}

(ou a et b désignent des paramétres strictement positifs) esaiss
contre en utilisant un logiciel mathématique.

i. Calculez le volume dg.
ii. Calculez l'aire de la surface

>={(xy.2 €eR3:x y, 2> 0,2 +y* < &, bz=xy}

limitant supérieuremers.




SOLUTION

i. La suite des fonction$, converge uniformément veffssurI, ce qui se notedy = f lorsque
(Ve > 0)(IN)(Yxe I,vk> N) : [fk(x) — f(x)| < ¢
ou, de facon équivalente, lorsque

(Ve > 0)(3IN)(Vk > N) : sup| fk(x) — f(x)| < &

xel

ii. Lacourbe admet la paramétrisation
s(8) =r(0)e =ab’s, 0€]0,+oo]

La tangente a la courbe est donnée par

s(6)
T=
IS (®)ll
ou
J(8) = alnbb’e +ab’ey
et

[(8)|| =ab®Vv1+In%b

de sorte que
_ Inbe + e

V1+In%b

Puisques est le vecteur unitaire porté p@P, I'angle a recherché vérifie

Inb

T 6 =C00 = ———r
V1+In%b
soit

o= arcosi

V1+41n%b

iii. NON. Considérons par exemple les fonctions

1
= f(x
909 = 19 = ;==
Ces fonctions sont intégrables $lir+-oo[ puisque
o feCo(]1,+e[);
e au voisinage de 1,
1 = (x—1%)
XxVx—1 x—=1’
de sorte qud est intégrable au voisinage ge-1;
e au voisinage dg-oo,
S S
XVx—1 x3/2’

de sorte qud est intégrable au voisinage dex.
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Par contre,

n'est pas intégrable au voisinagexie 1 puisque

1 1
~ 1
XR(x—1) x-—1’ (x=1)

L'application du théoreme de Stokes au champ vedtabe ou @ est continlment dérivable,

conduit a
fdbe-ds://[DA(CDe)]-nda
c b3

ol 2 désigne une surface réguliére s’appuyant sur la cowtmée( et telle que les orientations
de la surfac& et de la courbe” sont compatibles avec la regle de la main droite.

Par application de la formule donnée dans I'énoncé, om @aculer
OA(Pe)=0Pre+PONe=0dAe

puisquee est constant. Dés lors, en tenant compte des propriét@sadiuit scalaire, du produit
mixte et du produit vectoriel, on obtient comme annoncé

fcd)e-ds://z(ﬂd)/\e)-nda
://z(n/\DCD)-eda
:_e-//z(DCD/\n)da

:—e-// ObAdo
2z
puisquee est constant.

Le vecteure constant pouvant sortir de I'integrale du membre de gauleheelation peut aussi

s'écrire
e-%d) ds:—e-// O Ado ()
c s

Puisquee est un vecteur non nul de direction quelconque, on en dgdeit

fcp ds:—//Ddb/\da-
C s

Alternativement, on peut observer qi&)(conduit en particulier a

e\A-?{db ds:—ey-// ObAdo
c z

ey-7{Cd> ds=—eg- /ZDCDAda-

ez-fGJ ds:—ez-// ObAdo
c s

qui exprime I'égalité composante par composante des deumbres de

7{¢ ds:—//DQJ/\da-
C s



Question I

i. La fonction est définie pour tous leése R pour lesquels la série numérique correspondante
converge.
Comme le terme général de la série est de signe varighpdigaons le critere du quotient a la

série des modules : okt 1
R (t—1)2

. | U1 2 |
lim =t—1/° lim =——
k—s+-00 |Uk| ‘ ‘ k—+ow 2K+ 3

ce qui permet d'affirmer que la série

e converge (absolument) &— 1)? < 1, soit pourt € ]0,2[ = 1,
e diverge pout € R\ [0,2].

Dans les cas ofi= 0 out = 2, la série s’écrit respectivement

© (—1)%+1 > 1 > 1

Z(Zk) T~ 21 & 2 A

o oK+ Ko oK+ Ko K+
et, par comparaison avec la série harmonique, divergeldsimagux cas.

Par conséquent, la série converge uniquement suf0, 2] (et ce absolument) et la fonction est
donc définie SUE = I.

ii. En tant que série de puissances, la série considéséeontinue et indéfiniment continment
dérivable terme a terme sur son intervalle de converggne&.

iii. Par dérivation terme a terme, il vient
© t—1* 2 K

FO=3 @15 0 = 3 (-1

La dérivee prend donc la forme d’une série géométridgieaisong = (t — 1)? inférieure a 1 sur
E =]0, 2] de sorte que

A 1
f(t)_l—q_l—(t—l)Z Vt€E

Dés lors, L

ou la constante d'intégratid®d = O puisquef (1) = 0. La fonction représentée par la série est donc
décrite par
f(t) = arctht —1) vt €]0,2

Méthode alternative pour le calcul d’'une primitive
On peut également déterminer une primitive en notant que

, 1 1 1/1 1
=12 " 2=y :5<?‘t_—z>

1 1 1 1 t

En tenant compte du fait qug1) = 0, on fixe la constante d'intégratid@»= O et on obtient

de sorte que

1
f(t)zéln% vt €]0,2]



Question Il

L'integrale proposée

4o 4o )
I :/ dy [ »2eYdx
0 1/y

ne peut étre évaluée telle quelle. Elle peut cependaatvéie comme une des réductions possibles de
I'intégrale double

Id:// xze‘xzydxdy ou E:{(x,y)eR2 : y>0,x>$}
E

pour autant que cette intégrale existe. Le domaine djiat#onE est représenté sur la figure ci-dessous.

y

Pour calculety, on considére la reduction

e T 2 e
Id:/ dx/ x“e XY dy
0 1/x
+eo _ 2 00
:/0 [_exy]l/x dy
400
:/ e *dx
0
_x1+%
=[-e7], =1

L'intégrand étant positif sur le domaine d'intégratidiexistence dey est assurée par I'existence des
intégrales successives évaluées ci-dessus (Tortgdlg.intégrales partielles existent puisque

e e Co([1/x,+[) Vx>0 et e =0 (y_12> . (y— +)

et
e X € Co([0, +0)) et e‘X:o<X—12>, (X — +00)

En vertu du theoreme Fubini, I'intégrale doulbjepeut étre calculée dans n’'importe quel ordre de
sorte que
lg=1=1.



Question IV

i. Le volume a calculer s’exprime par

V:///dedydz

E={(xy,2) €R3:x y, 2> 0, ¥*+y? < a2, bz< xy}

ou

Vu la configuration, et en particulier le fait qEea comme base un quart de disque, il est préférable
d’exprimer cette intégrale en coordonnées cylindriques

Dans ces coordonnées, I'équation de la surtast&crit
bz=r“cosBsind = Er sin2

et le domaine d’intégration devient

2 .
E= {(r,e,z) :ref0,a, B¢ [O,g] ,Z€ [0,%}}

On peut alors exprimer le volume par

n a r2sin®
V:/zde/ rdr/ ® 4z
0 0 0

our est le Jacobien associé au passage en coordonnéesiquiasdr

On a alors .
1 77 . a . at[ 1 2 gt
V_%/o sm26d6/0 r dr_%[—écosza]o_%

ii. L'aire d'une surface courbe est donnée par

=l

ous(u, V) désigne une parameétrisation de cette surfa€el'ensemble de variation des parametres.

0s 0s

m/\a—v dudv




La surfaceX limitant supérieurement un ensemble dont la base est un deaisque, le vecteur
position de ses points sera avantageusement exprimé sfooo@es cylindriqgues. On a

s(r,0) =re(0)+2z(r,0)e,

ou, comme établi au point i.,

r2sin2
Z(r,0) = b
soit 2628
r<sin s
s(r,e):rer(e)JrzibeZ avec rel0,a « GE[O,E]
On calcule ensuite successivement
a_s_ +rsin29€
ar b
os +rZCOSZB
o T
et
0s 0s_ (. rsin® \ [ +rzcos;B
o \FTp Ot %
r2sin29 r2cos®
:r(er/\ee)+T(eere)+ b (&N€)
_rzsinze _rZCOSZB
- b o b
puis
6_s/\§ B r2Jrr“sir1229+r4005229
or 90| b2 b?

, r2
— r —|—?:I’ l—{—?

L'aire de la surfac& s’exprime alors par

’q/ogde/oar\/:;sd; |
5B )



