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Question I : Suites et séries

A. On considère l’intégrale

I =
∫ √

3/3

0

dx
1+x2

i. CalculezI en évaluant directement l’intégrale.

ii. Exprimez l’intégrande sous la forme d’une série de puissances dex. Pour quelles valeurs dex cette
représentation en série est-elle valable ?

iii. En exploitant le résultat du point précédent, exprimez I sous la forme d’une série numérique.
Justifiez.

iv. Sur base des résultats ci-dessus, montrez que le nombreπ peut s’exprimer sous la forme d’une série

numérique du type
∞

∑
k=0

(−1)kak. Donnez l’expression deak.

v. Déterminez une condition surn pour que la somme partielle
n

∑
k=0

(−1)kak constitue une expression

approchée deπ entachée d’une erreur inférieure à 10−3 en valeur absolue. Les valeurs den et de la

somme partielle ne sont pas attendues.

B. Montrez que siak est le terme général d’une série numérique à termes positifs divergente et sibk

est le terme général d’une série numérique à termes positifs tels que ak = O(bk) pour k → +∞

alors
∞

∑
k=1

bk diverge.
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Question II : Intégration dansR

A. Étudiez l’existence des intégrales suivantes en discutant s’il y a lieu en fonction du paramètre réelβ > 0.

i.
∫ +∞

0

e−x
√

x
dx

ii.
∫ 1

0

lnx

xβ(1−x)β dx

B. Si f appartient àL1(]1,2[), peut-on affirmer quef 2 ∈ L1(]1,2[) ? Justifiez.

Question III : Intégration dansRn

A. On considère une calotte sphérique de hauteurh découpée dans une sphère de rayon R (voir figure)
et portant sur sa surface extérieureΣ (pas sur la base circulaire sur laquelle elle s’appuie) une charge
électrique par unité de surfaceρ(z) = αzoùzdésigne la coordonnée verticale mesurée à partir du niveau
du centre de la sphère etα est une constante réelle.

R

h

z

Calculez la charge électrique totale

Q=

∫∫
Σ

ρ(z) dσ

portée par la calotte sphérique. L’usage des coordonnées sphériques est déconseillé.

B. Soit V un domaine compact régulier deR3, Σ la frontière fermée régulière de celui-ci,n la normale
extérieure à cette surface etF un champ vectoriel continument dérivable surV. En appliquant le théorème
de Gauss au champ vectorielF∧ e où e désigne un vecteur constant, démontrez que

∫∫∫
V

∇∧FdV =−
∫∫

Σ
F∧n dσ

Rappel :∇ · (f∧g) = g · (∇∧ f)− f · (∇∧g)
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SOLUTION

Question I : Suites et séries

A. i.

I =
∫ √

3/3

0

dx
1+x2 =

[

arctgx
]

√
3/3

0
= arctg

(√
3

3

)

=
π
6

ii. En utilisant le résultat connu relatif à la somme de la série géométrique,

1
1−y

=
∞

∑
k=0

yk, y∈]−1,1[

on a
1

1+x2 =
∞

∑
k=0

(

−x2)k
, −x2 ∈]−1,1[

soit
1

1+x2 =
∞

∑
k=0

(−1)kx2k, x∈]−1,1[

iii. Utilisant le résultat du point précédent, on peut écrire

I =
∫ √

3/3

0

dx
1+x2 =

∫ √
3/3

0

∞

∑
k=0

(−1)kx2k dx

où l’intégration de la série de puissances peut être effectuée terme à terme sur[0,
√

3/3] qui est
inclus dans son intervalle de convergence]−1,1[, de sorte que

I =
∞

∑
k=0

(−1)k
∫ √

3/3

0
x2k dx=

∞

∑
k=0

(−1)k
[

x2k+1

2k+1

]

√
3/3

0
=

∞

∑
k=0

(−1)k

2k+1

(√
3

3

)2k+1

iv. En égalant les deux expressions obtenues pourI , on a

π
6
=

∞

∑
k=0

(−1)k

2k+1

(√
3

3

)2k+1

et donc

π =
∞

∑
k=0

(−1)k6
2k+1

(√
3

3

)2k+1

=
∞

∑
k=0

(−1)kak

où

ak =
6

2k+1

(√
3

3

)2k+1

=
2
√

3
(2k+1)3k

v. La série représentant le nombreπ étant une série alternée dont le terme général tend
monotonément vers 0, l’erreur commise en approchant sa valeur par une somme partielle est en
valeur absolue inférieure à la valeur absolue du premier terme négligé. On peut donc approcher
π avec une erreur inférieure à 10−3 par

n

∑
k=0

(−1)k 2
√

3
(2k+1)3k
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si n est tel que
2
√

3
(

2(n+1)+1
)

3n+1
=

2
√

3
(2n+3)3n+1 ≤ 10−3

B. Le comportementak = O(bk) pourk→+∞ peut être traduit par

(∃C> 0 etN > 0)(∀ k≥ N) : |ak| ≤C|bk|

de sorte que

|bk| ≥
1
C
|ak|, ∀ k≥ N

et, puisqueak etbk sont des termes généraux positifs, par

bk ≥
1
C

ak, ∀ k≥ N

Commeak est le terme général d’une série divergente, le critèrede comparaison permet de conclure

que
∞

∑
k=1

bk diverge.

Question II : Intégration dansR

A. i. Soit ∫ +∞

0

e−x
√

x
dx

• Nous constatons d’abord que
e−x

√
x
∈C0(]0,+∞[)

Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé borné inclus dans]0,+∞[. Il convient encore
d’envisager son comportement au voisinage de 0+ et de+∞.

• On a
e−x
√

x
∼ 1√

x
, (x→ 0+)

de sorte que l’intégrabilité est assurée au voisinage de0+.

• La présence de l’exponentielle décroissante indique aussi que

e−x

√
x
= o

(

1
x2

)

, (x→+∞)

de sorte que l’intégrabilité est assurée au voisinage de+∞.

En conclusion, l’intégrale existe.

ii. Soit ∫ 1

0

lnx

xβ(1−x)β dx
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• Nous constatons d’abord que, quel que soitβ > 0,

lnx

xβ(1−x)β ∈C0(]0,1[)

Cette fonction est donc intégrable sur tout intervalle fermé inclus dans]0,1[. Il convient encore
d’envisager ses comportements au voisinage de 0+ et de 1.

• Au voisinage dex= 1, la formule de Taylor permet d’écrire

lnx∼ x−1, (x→ 1)

de sorte que
lnx

xβ(1−x)β ∼ x−1

(1−x)β =
−1

(1−x)β−1
, (x→ 1)

L’intégrabilité est donc assurée au voisinage de 1 si et seulement siβ−1< 1 ou encoreβ < 2.

• ⋄ Au voisinage de 0+, on a
lnx

xβ(1−x)β ∼ lnx

xβ

L’intégrabilité au voisinage de 0+ est donc assurée pourβ < 1 puisque, dans ce cas,
∃α = (1+β)/2< 1 tel que

lnx

xβ(1−x)β = o

(

1
xα

)

, (x→ 0+)

Nous ne pouvons en tirer aucune conclusion pourβ ≥ 1.

⋄ On a par contre

lim
x→0+

1/x
lnx

xβ(1−x)β

= lim
x→0+

xβ−1

lnx
= 0 ∀β ≥ 1

de sorte que

1
x
= o

(

lnx

xβ(1−x)β

)

, (x→ 0+) ∀β ≥ 1

ce qui assure que la fonction n’est pas intégrable au voisinage de 0+ si β ≥ 1.

En conclusion, l’intégrale existe si et seulement siβ < 1

B. L’énoncé est faux comme le montre le contre-exemple constitué par la fonction

f (x) =
1√

x−1

En effet, f ∈ L1(]1,2[) puisquef ∈C0(]1,2]) et f est intégrable au voisinage de 1+.

Par contre,

f 2(x) =
1

x−1
/∈ L1(]1,2[)

puisque
1

x−1
n’est pas intégrable au voisinage de 1.
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Question III : Intégration dansRn

A. La symétrie de révolution autour de l’axe OZ du domaine d’intégration ainsi que la dépendance de
l’intégrande en la coordonnée verticalez conduisent naturellement à envisager une paramétrisation
de la surfaceΣ basée sur les coordonnées cylindriques.

h

ez

b

er

eθ

θ

z

r

On a alors (voir figure)
s(θ,z) = r(z) er(θ)+zez

où la relationr(z) est déterminée en exprimant que les points deΣ appartiennent à la sphère de rayon
R centrée à l’origine des axes et d’équation

x2+y2+z2 = R2 ou, en coordonnées cylindriques,r2+z2 = R2

de sorte quer =
√

R2−z2.

La paramétrisation de la calotte sphériqueΣ s’écrit donc

s(θ,z) =
√

R2−z2 er(θ)+zez

avecθ ∈ [0, 2π] etz∈ [R−h, R].

On calcule facilement

∂s
∂θ

=
√

R2−z2 eθ et
∂s
∂z

=
−z√

R2−z2
er + ez

de sorte que

∂s
∂θ

∧ ∂s
∂z

=
√

R2−z2 eθ ∧
( −z√

R2−z2
er + ez

)

=−zeθ ∧ er +
√

R2−z2 eθ ∧ ez = zez+
√

R2−z2 er

et
∥

∥

∥

∥

∂s
∂θ

∧ ∂s
∂z

∥

∥

∥

∥

=
√

z2+R2−z2 = R
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La charge électrique totale portée par la calotte sphérique est donc donnée par

Q=
∫∫

Σ
ρ(z) dσ

=
∫ 2π

0
dθ

∫ R

R−h

∥

∥

∥

∥

∂s
∂θ

∧ ∂s
∂z

∥

∥

∥

∥

ρ(z) dz

=
∫ 2π

0
dθ

∫ R

R−h
Rαz dz

= 2πRα
[

z2

2

]R

R−h

= παRh(2R−h)

B. Sur le compact régulierV de frontièreΣ, le théorème de Gauss s’écrit
∫∫∫

V
∇ ·F dV =

∫∫
Σ

F ·n dσ

où n est la normale extérieure àΣ.

Appliquant ce théorème au champ vectorielF∧ e où e est un vecteur constant, on a
∫∫∫

V
∇ · (F∧ e) dV =

∫∫
Σ
(F∧ e) ·n dσ

La formule donnée dans l’énoncé permet d’écrire

∇ · (F∧ e) = e · (∇∧F)−F · (∇∧ e)= e · (∇∧F)

puisquee est un vecteur constant. Par ailleurs, en effectuant une permutation circulaire du produit
mixte, ∫∫

Σ
(F∧ e) ·n dσ =

∫∫
Σ
(n∧F) · e dσ =−

∫∫
Σ
(F∧n) · e dσ

On a donc ∫∫∫
V

e · (∇∧F) dV =−
∫∫

Σ
(F∧n) · e dσ

ou encore, puisquee est un vecteur constant qui peut être sorti des intégrales,

e ·
(∫∫∫

V
(∇∧F) dV

)

= e ·
(

−
∫∫

Σ
F∧n dσ

)

Cette égalité étant vérifiée quel que soit le vecteur constante considéré, on en déduit
∫∫∫

V
∇∧FdV =−

∫∫
Σ

F∧n dσ
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