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| Question | : Suites et s'erieI

A. On considere l'intégrale

_/0 1+x2

i. Calculezl en évaluant directement l'intégrale.

ii. Exprimez l'intégrande sous la forme d’une série despances de. Pour quelles valeurs decette
représentation en série est-elle valable ?

iii. En exploitant le résultat du point précédent, ermeiz | sous la forme d'une série numérique.
Justifiez.

iv. Sur base des résultats ci-dessus, montrez que le nangiaet s’exprimer sous la forme d’une série

numeérique du typeZ)(—l)kak. Donnez I'expression da.
k=
n
v. Déterminez une condition sarpour que la somme partiell§ (—1)kak constitue une expression
k=0

approchée daentachée d’une erreur inférieure & $@n valeur absolue. Les valeursmlet de la

somme partielle ne sont pas attendues.

B. Montrez que siax est le terme général d'une série numérique a termesifpodivergente et sby
est le terme général d'une série numérique a termegifpotels que ax = O(by) pour k — oo

alors Z by diverge.
K=1

Tournez la page.



| Question Il : Intégration dark I

A. Etudiez I'existence des intégrales suivantes en diststiy a lieu en fonction du parameétre régk 0.
+o00 efx

— dx
0o VX

1 Inx
——d
! /oxﬁ(l—x)ﬁ X

B. Sif appartient &.1(]1,2[), peut-on affirmer qué? < LL1(]1, 2[) ? Justifiez.

| Question Il : Intégration dan®" I

A. On considére une calotte sphérique de hautedecoupée dans une sphére de rayon R (voir figure)
et portant sur sa surface extérieardpas sur la base circulaire sur laquelle elle s'appuie) Unaege
électrique par unité de surfapéz) = a zouzdésigne la coordonnée verticale mesurée a partir craniv
du centre de la sphére @test une constante réelle.

Calculez la charge électrique totale

Q://zp(Z)da

portée par la calotte sphérique. L'usage des coordansi@eeriques est déconseillé.

B. SoitV un domaine compact régulier @&, = la frontiére fermée réguliére de celui-ci,la normale
extérieure & cette surfacefetin champ vectoriel continument dérivable SuEn appliquant le theoreme
de Gauss au champ vectorieh e ou e désigne un vecteur constant, demontrez que

// D/\FdV:—//F/\nda
v s

Rappel :0-(fAg)=g-(OAf)—f-(OAQ)



A.

SOLUTION

| Question | : Suites et sérieI

V3/3  dx V3/3 V3 Tt
_/ T~ ar gx] =arcig| — | = ¢

. En utilisant le résultat connu relatif a la somme deédes géométrique,

1 (o)
— = , el-11
iy kzoyk y €] [

ona 1 ©
k
m — kZO(—XZ) 3 —X2 E] - 171[

soit L .
—— =5 (-1 xe]-1,1]
1+x k;

Utilisant le résultat du point précédent, on peatige

|:/¢§/3 e _/WM 1)k dx
0

1+x2

ol l'intégration de la série de puissances peut etexafee terme a terme si@;+/3/3] qui est
inclus dans son intervalle de convergeheel, 1], de sorte que

-5 1k/ﬁ/3 gy 3 (1) [0 VIR ok (va\ T
= - x> dx= - = —
k;( " Jo k;( ) {2k+1}0 Lo2k+1\ 3

En égalant les deux expressions obtenues paur a

- o (—l)k \/§ 2k+-1
=2 2k+1 (?)

o

_1)k6 2k+1 o . )
1 ( 3 ) =2 D

2k+1
_ 6 (V3T 23
o 2k+1\ 3 -~ (2k+1)3K

et donc

8

S

ou

La série représentant le nombre étant une série alternée dont le terme général tend
monotonément vers 0, I'erreur commise en approchant saivphr une somme patrtielle est en
valeur absolue inférieure a la valeur absolue du prererené négligé. On peut donc approcher
Ttavec une erreur inférieure a 1par

2V3

kZO( Vo o (2k+1)3¢



B.

A.

sinest tel que

2v/3 ___ 23 <1073
(Z(n + 1) + 1) 3n+l (Zn + 3)3n+1 -

Le comportemengy = O(by) pourk — +oo peut &tre traduit par
(3C>0etN>0)(Vk>N) : |ax| <C|hy]

de sorte que
1
b = Zlad, k=N

et, puisquea, etby sont des termes généraux positifs, par
1

Commea est le terme général d’'une série divergente, le criéreomparaison permet de conclure
[oe]

que z by diverge.
K=1
‘ Question Il : Intégration dank I
i. Soit . .
{00} e—
— dx
0o VX
e Nous constatons d'abord que
efx
—= € Co(]0, +of)

VX
Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bone&us dango, +|. Il convient encore
d’envisager son comportement au voisinage te0de+o.

e Ona
e 1
VX UX

de sorte que l'intégrabilité est assurée au voisinagé'de

(x—0")

e La présence de I'exponentielle décroissante indiquei @us

€ _o(L), xo 4w
VX T\ )
de sorte que l'intégrabilité est assurée au voisinagede

En conclusion, l'intégrale existe.

ii. Soit

/1 Inx dx
0o XB(1—x)P



e Nous constatons d’'abord que, quel que Bait 0,

Inx

—— € 0,1

B s € 0.1
Cette fonction est donc intégrable sur tout intervallenfeinclus dan$0, 1]. Il convient encore
d’envisager ses comportements au voisinage'det@le 1.

e Au voisinage dex= 1, la formule de Taylor permet d’écrire

InNx~x—1, (x—1)

de sorte que
Inx Xx—1 -1 (x— 1)
B(1-xP  (1-xPB  (1—-xPr-1

L'integrabilité est donc assurée au voisinage de 1 selesnent sp—1 < 1 ou encordd < 2.

e o Auvoisinage de 0, ona
Inx Inx

~

XB(1—x)P  xP

Lintégrabilitt au voisinage de ™0 est donc assurée pofr < 1 puisque, dans ce cas,
Ja=(1+B)/2< 1telque

Inx 1
B1_xP :o(;) , (x—0")

Nous ne pouvons en tirer aucune conclusion (ourl.

< On a par contre

. 1/x _oxB1
im — X im X o wp>1
x—0F Inx x—=0+ InX

xB(1—x)P

de sorte que

1 Inx
“=0 =], (x=0" VB>1
X <XB(1—X)B> (x—=07) Bz

ce qui assure que la fonction n’est pas intégrable au \agsime 0 si > 1.

En conclusion, l'intégrale existe si et seulemerft si 1

B. L'énoncé est faux comme le montre le contre-exemplesiitié par la fonction
1
vx—1

En effet, f € L1(]1,2[) puisquef € Cy(]1,2]) et f est intégrable au voisinage dé.1
Par contre,

f(x)

200 = = ¢ L4(11.2)

. 1 o -
pwsquex—1 n'est pas intégrable au voisinage de 1.
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‘ Question Il : Intégration danR" I

A. La symétrie de révolution autour de I'axe OZ du domaifietélgration ainsi que la dépendance de
l'intégrande en la coordonnée verticaeonduisent naturellement a envisager une paraméttisati
de la surface& basée sur les coordonnées cylindriques.

€

On a alors (voir figure)
56,2 =1(2) &(6) + z&,

ou la relatiorr (z) est déterminée en exprimant que les point& dgpartiennent a la sphére de rayon
R centrée a l'origine des axes et d'équation

X +y>+2Z =R ou, en coordonnées cylindriquest? + 7 = R?
de sorte que = vVR2 — Z2.

La paramétrisation de la calotte sphérigus’écrit donc
s(0,2) = VRZ—Z2 e (0) +ze,
avec € [0, 2r etze [R—h, R].

On calcule facilement

s s Y4
— =vVR2_-Z et —_—= e
€ 7 O € t+6e

de sorte que

0s 0s A
—AN—==VR-27 A<7 + )
€s et

=—-zgNeg+VR-Zgrhe =26+ VR2-Zg

o5 o5
00 0z

=VZZ+R-Z=R




La charge électrique totale portée par la calotte spgbérest donc donnée par

Q= [[ @ do
21 R
~J, ®/,,

211 R
_ / 49 [ Rozdz
0 R—h

22 R
(2],
— TRN(2R - h)

0s 0s

%/\a—z p(Z) dz

B. Surle compact réguliér de frontiere>, le theoreme de Gauss s’écrit
J[[o-Fav= [[Fnds
v s
ol n est la normale extérieure2a

Appliquant ce theoreme au champ vectoFRel e ou e est un vecteur constant, on a
/// D-(F/\e)dV://(F/\e)-nda
\% z
La formule donnée dans I'enoncé permet d’'écrire

O0.-(FAe)=e- (OAF)—F-(OAe)=e- (OAF)

puisquee est un vecteur constant. Par ailleurs, en effectuant umaytation circulaire du produit

mixte,
//Z(FAG)-ndU://Z(nAF)-eda:_//Z(FAn).edU
///Ve-(D/\F)dV:—//Z(F/\n).edg

OU encore, puisqueest un vecteur constant qui peut &tre sorti des intégrales

e. <///V(D/\F)dv> —e. (-//;mob)

Cette égalité étant vérifiee quel que soit le vectemstante considéré, on en déduit

// D/\FdV:—//F/\ndo—
Vv >

On adonc



