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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire l¢ garivotre compréhension du cours
d’Algébre. Il est purement facultatif. Les résultatsnb@u mauvais, ne seront en aucun cas pris
en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilvest conseillé de vous placer autant que
possible dans les conditions d’une interrogation normagpondez aux questions seul(e), sans
interrompre votre travail, dans un délai indicatif de daexres et demie.

Des conseils pour une bonne présentation des copies spoiiles sur
http://ww. ntmm ul i ege. be/ ensei gnenment / MATHOO013/ present ati on

Question |

Calculez, en simplifiant au maximum I'expression obtene@dterminant de la matrice

1 i 1+i
A=z iz O ou zeC
Z z i
Question I
Soit la matrice

2 4 2 2

A=1[1 2 18
2 4y 1

En discutant en fonction des parametfest y, déterminez le rang d& ainsi que les éventuelles relations
linéaires entre les colonnes de

Question llI

On appelle matrice de probabilité une matrice carrée dou les éléments sont réels, compris dans
l'intervalle [0, 1] et telle que la somme des éléements de chacune de ses |gjrégmate a 1.

i. Montrez que le produit de deux matrices de probabiliteeasore une matrice de probabilité.
ii. Les matrices de probabilité sont-elles inversiblea&tifiez.

Question IV

Soit la matrice

ou A est une matrice unitaire d’ordre
i. Que vautle rang d¥ ?
ii. La matriceX est-elle normale ? Justifiez.


http://www.mmm.uliege.be/enseignement/MATH0013/presentation

SOLUTION TYPE

Soit

1 i 1+i
z

iz O ou zeC

En appliguant la premiére loi des mineurs a la 3éme c@atela matrice, on obtient

1 0 1+i
detA=|z iz O
Z Z —i

_ N (1+3)Z iZ_._ (3+3)1 i

= (1+i)(zZz—izm) —i(iz—iz) = (1+i)(1-1)|2° = (1-i?)|z> = 2|7?

Question I

Soit

Nous pouvons déja remarguer que, quelles que soientllesrsales parameétrgsety,

c2 = 2c3 et donc, que ce résultat devra se retrouver dans la discugsi suit.

Connaissance d'une
méthode correcte de
calcul de déterminant
(1ére loi des mi-

neurs ou  Sarrus,
éventuellement
avec opérations

élémentaires) : 1 pt

Résultat correct (sans
déterminant) : 2 pts
Résultat simplifié

2 pts

ToTAL QI : 5PTS

Principe du calcul
du rang, soit par
réduction a une forme
normale échelonnée,
soit par extraction
d'une matrice non
singuliere dont on a
prouvé qu’elle était la

Effectuons des opérations élementaires sur les ligada thatrice afin de la réduire aplus grande possible :
une forme normale échelonnée sans modifier son rang, avtasuelles relations linéaires 2 pts

entre les colonnes.

Commencons par échanger la premiere et la deuxieme, lggnqui donne
1218
A=12 4 2 2
2 4y 1
Ensuite, il vient successivement,

52—>52—2€1
53—>f3—2€1

1 B 1 2
0 2-28 0 O
0 1-28 y—2 0

C2 <> Cy

Attention : dans les
cas ou le rang vaut
2, il faut montrer ou
annoncer que tous les
déterminants d’ordre 3
sont nuls pour mériter
les points du principe.

La présence de signes
d'égalité  entre les
matrices successives
donne lieu a une

Notons que cet échange de colonnes modifie les relatiogailes entre les colonnes etPénalité de 2 pts pour

gu'il faudra étre attentif & la renumérotation de celies

I'exercice.



e Sif# 1, on continue I'echelonnage en divisant la deuxiemeeligar 2— 23,

1 B 1 2

0 1 0 O

0 1-2 y—2 0

puis
10 1

01— 01— B¢
1 (=Bl 01 0 0 (+%)
@3—>€3—(1—2B)€2 00 y_2 0

o Siy# 2, on continue I'echelonnage en divisant la troisiemedigary — 2,

1 01
0100
0010
puis
100
@1—>€1—€3 0100
0 010
Le rang deA est égal & 3 dans ce cas. RangsP+#lety#2:

Les opérations élementaires portant sur les lignes dtsce ne modifient pas 2 pts

les relations linéaires entre les colonnes de la matricend@era cependant que

les colonnes 2 et 4 ont été échangées dés le debweal®lbnnage. Il y a dans Nombre de relations

ce cas une relation linéaire entre les colonnes qui peatis&’ linéaires exact : 1 pt
Relation linéaire : 1 pt

N =2q
soit
Co = 2C1
o Siy= 2, la matrice {x) est sous la forme normale échelonnée RangsB+#1lety=2:
2 pts

101

0100

0 00O

et son rang est égal a 2.
Ily a dans ce cas deux relations linéaires entre les colgnepeuvent s'écrire

¥ =2c; et cz=c

Nombre de relations
soit linéaires exact : 1 pt
co=2c; et cz=c1 Relations linéaires
1pt
e Sif3=1, la matrice £) devient



En échangeant la deuxieme et la troisieme ligne, on oibtie

1 1 1
0 -1 vy-220
0 O 0 O

Multiplions ensuite la deuxieme ligne patl,

11 1
01 2-yO0

00 O O

Il suffit alors de retirer la deuxieme ligne a la premiémup obtenir une forme
normale échelonnée

1 0 -1+y 2
01 2-y O
00 0 0

qui indique que le rang vaut 2 dans ce cas et qu’il y a 2 relatiim@aires entre les
colonnes qui peuvent s’écrire

' =2c; et cz=(-1+y)caa+ 22—y

soit
cp=2c; et c3= (—1—|—y)C1 + (2—y)C4

En conclusion,

e Sif£lety+#2,p(A)=3etcy=2c;

e sif#£lety=2p(A)=2,c2=2c; etcg=cy;

e Sif=1,p(A)=2,cp=2c; etcg=(—1+4Yy)c1+ (2—Y)ca.

Question Il

i. ConsidéronsA et B, deux matrices de probabilité d’ordre Les éléments de la
matriceP, produit de ces deux matrices, s'écrivent

n
pij:Za;kbkj, ie{l,....n} et je{l,...,n}
k=1

La matriceP est une matrice de probabilité puisqu’elle en vérifie learctéristiques.
e Ses éléementg;; sont réels puisque ceux des matrices de probalilig: B le
sont.

e Lasomme des éléments de chacune de ses lignes vaut 1eEnaefornme des
élements de la ligne(i = 1,...,n) s’écrit

n n n n n n n n
S aikbki = aibyi = a bei | = an =1
Sei-3 Smbi-3 S an-Sa 3] S

puisque B étant une matrice de probabilité, la somme des élentengs ligne
kvaut 1 et queA étant une matrice de probabilité, la somme des éléntensa
lignei vaut 1.

Rang sif =1, Wy :
2 pts

Nombre exact de rela-
tions linéaires : 1 pt
Relations linéaires

2 pts

Présence d’'une
conclusion cohérente
avec les résultats
obtenus. : 1 pt

ToTAL QIl : 16 PTS

Expression des
éléements d@ : 2 pts

Justification du ca-
ractere réel : 1 pt

Expression de la
somme des éléments
d’une ligne quel-
conque : 1 pt
Manipulation des
sommes : 1 pt
Justification de la
conclusion : 1 pt



e Ses élements;; appartiennent 0, 1] puisqu’ils sont positifs par construction

et que la somme de ceux d'une ligne vaut 1.

ii. Les matrices de probabilité ne sont pas toujours inks comme le montre le
contre-exemple de la matrice
01
(0 1

gui est une matrice de probabilité puisque

e ses éléments sont réels;

e ses éléments appartienner[0al];

e la somme des éléments de chacune des lignes vaut 1.
Elle n'est cependant pas inversible puisquefdetO.

Question IV

Soit
0 iA
(&%)
i. La matriceA étant unitaire, son inverse existe et valit Le rang deA est donc égal

an, de méme que celui dé et deA*.

Nous pouvons donc en conclure que les ligdesa ¢, de X sont linéairement
indépendantes de méme que les lighgsa ¢2,. Par ailleurs, les premieres lignes
et lesn derniéres sont manifestement indépendantes entrewllés présence des

blocs de zéros. Finalement, on a bienl@gnes lineairement indépendantes de sortg

quep(X) =2n.

De fagon alternative, on peut échangerriggemieres lignes et lasdernieres lignes
dans la matric&, opérations élémentaires qui ne modifient pas son ranghflent

alors la matrice
A* 0
0 iA

qui est diagonale par blocs et dont le déterminant, égaraduit des déterminants

des deux blocs, est different de zéro puisque les dewsldont de rang.. On en

Justification de [I'ap-
partenance &0,1]
1pt

Total i. : 7 pts
Contre-exemple
correct : 1 pt

Vérification = (méme
seulement annoncée
si  évident) des 3

propriétés : 1 pt

Négation de la thése :
1pt

Total ii. : 3 pts

TotAL QIIl : 10 PTS

Connaissance du
concept de matrice
unitaire : 1 pt

Rang deA égal an :
1pt

Rang de A*
gaux an ; 1 pt

et iA
Démonstration
compléte : 1 pt

Rang correct (avec jus-
tification) : 1 pt

Total i. : 5 pts

conclut une nouvelle fois que la matri¥eest non singuliere et que son rang est égal

an
ii. LamatriceX est normale si elle commute avec son adjointe, c'est@sdiir
XX* = X*X
Ona

0

o) (%

0

?)T - (AT

0

(i

T

. _ —iA
< ) -

de sorte que

. (0 iA 0 A\ _ [(AA* 0\ (I, 0\
XX _<A* O><—iA* o>_< 0 A*A>_<O Hn>_H2”
w (0 A\/0 A\ [AA* 0 \(I, 0\ _
XX_(—iA* 0><A* o)‘( 0 A*A><O ]In>_12”

ce qui démontre que la matrideest normale et méme unitaire.

Connaissance du
concept de matrice
normale : 1 pt

Expression correcte de
X*: 2 pts

Valeur exacte des deux
produits : 2 pts

Total ii. : 5 pts

TOTAL QIV : 10 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

De facon générale, quand des opérations élemestsorm appliquées aux rangées d'une
matrice dans le but de déterminer plus facilement son rargpn déterminant, les matrices
successives obtenues ne sont pas égales entre ellesdirestout a fait inapproprié de
relier ces matrices par une suite d'égalités. Seulesioes propriétés des matrices sont
conservées, comme leur rang ou, si on ne procede a agtamge ni multiplication des
rangées, leur déterminant.

e |l n'était pas nécessaire d'introduire les partieslgeet imaginaire de pour exprimer
la réponse. L'énoncé étant formulé en fonctionzdé est préféerable d’exprimer la
réponse en fonction du méme parametre.
Si de nouveaux parameétres sont introduits dans le cadred#ueloppement, ceux-
ci doivent étre explicitement et clairement définis. Démgas de cet exercice, Si
les parties réelle et imaginaire desont utilisées, il faut les définir en précisant que
z=a+ib.

e Si on multiplie (divise) une rangée de la matrice par un n@ngour en faciliter le
calcul du déterminant, le déterminant obtenu sera lusiamsiltiplié (divis€) par ce
nombre.

e |l était demandé de simplifier au maximum le résultat nbteEn particulier, ceci
impliquait d’exploiter la propriétéz = |z2.

Question I

e Quand un énoncé contient un ou plusieurs parameétredsdassion éventuelle ne
doit pas étre menée arbitrairement en choisissant desirgables parametres qui
simplifient le probleme posé. Ce n’est que quand une tiparae peut étre réalisée
pour certaines valeurs des parametres qu'il faut commendéiscuter, par exemple
guand ces parametres annulent une expression par lagmetesise une ligne de
la matrice. Il faut alors traiter séparément le cas otpmmetres ne posent aucun
probleme et les cas particuliers correspondant aux \&ldes parametres exclues
initialement.

e La méthode la plus systématique pour déterminer le rangedmatrice est de la
réduire a une forme normale échelonnée en effectuabgérations élémentaires
sur ses rangées. Puisqu’il est aussi demandé d'iderigearlations linéaires entre
les colonnes de la matrice, il faut privilegier les opienag sur les lignes par rapport
a la manipulation des colonnes. Si des opérations @&l&aimes sont effectuées
uniquement sur les lignes de la matrice, les relationsalieg8 entre les colonnes
sont conservées. Si, par contre, des opérations étaimensont effectuées sur les
colonnes, les relations linéaires entre celles-ci ne gasiconservées.

e Pour échelonner une matrice, il faut procéder avec ordmeg¢hode. Il faut toujours
commencer par faire apparaitre un élément égal a 1 @aneih supérieur gauche
de la matrice, soit en échangeant des lignes, soit en diviagoremiere ligne par
son premier élement. Il faut ensuite faire apparaitre ziges en dessous de ce 1
en ajoutant aux autres lignes le multiple adéquat de la ipremOn passe ensuite
a la deuxiéme colonne ou I'eélément égal & 1 sur laalade principale est obtenu
en divisant la deuxieme ligne par I'eléement qui s’y treu@uand un élément nul
se trouve sur la diagonale principale, il est indispensdti#éehanger des lignes ou
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des colonnes, ce qui ne modifie pas le rang.). Les zéros auesaplaces de la

deuxieme colonne s’obtiennent comme dans la premiém@noel en ajoutant aux
differentes lignes le multiple adéquat de la deuxiengmdi.. En procédant de la
sorte, on conserve les zéros obtenus précédemmentotadure s'arréte quand une
matrice identité occupe le coin supérieur gauche et qiyila plus que des lignes

de zéros en dessous de celle-ci. Le rang de la matrice esté&gal a I'ordre de la

matrice identité du coin supérieur gauche de la forme aterachelonnée.

e |l faut étre soigneux et systématique pour éviter legwas de calcul. Il convient
également de ne pas vouloir aller trop vite en effectuanubanément des transfor-
mations élémentaires qui dépendent I'une de l'autre eReample, les manipulations
simultanéed) = ¢1+ ¢, et¢’, = {»+ ¢; conduisant &

ab R a+b a+b

b a a+b a+b
ne sont pas licites; elles modifient le rang de la matrice.dBorentalement, les
opérations élémentaires doivent étre réalisegsiestiellement. Les opérations ne
peuvent &tre regroupées dans une liste considéréeoemghk si les lignes (ou les

colonnes) intervenant dans une opération élémentaigont pas modifiees par une
opération élementaire précédente dans la liste.

e Lerang d’'une matrice est aussi égal a I'ordre de la plusdganatrice non singulieére
gue l'on peut extraire de la matrice de départ, éventnele apres des opérations
élémentaires sur les rangées de la matrice. Il fautéteatif au fait que, par exemple,
pour pouvoir affirmer que le rang de la matrice est égal &faut avoir veérifieé que
toutes les sous-matrices d'ordre 3 que I'on peut extraila deatrice de départ, c’est-
a-dire 4 dans le cas qui nous occupe, sont singulieres.

e Le nombre de relations linéaires entre les colonnes de tdaaast égal au nombre
de ses colonnes diminué du rang de la matrice. I8 #il ety # 2, le rang de la
matrice étant égal a 3, il y a une seule relation linéaingre les 4 colonnes de la
matrice. Pouf # 1 ety =2, le rang de la matrice est égal a 2 et il y a donc 2 relations
linéaires entre les 4 colonnes de la matrice.

e Quand I'echelonnage de la matrice requiert un échange=de cblonnes, il faut en
tenir compte quand on exprime les relations linéairesedatr colonnes. Par exemple,
dans le cad # 1 ety # 2, les colonnes 2 et 4 ont été échangées dans la solution
type. La relation observée sur la forme normale échelereritre les colonnes 4 et
1 correspond donc en réalité a une relation entre lesnpe® 2 et 1 de la matrice
donnée.

Question Il

Rappelons qu’'un exemple ne constitue jamais une déemdtostrde la véracité d’'un
énoncé alors qu'un contre-exemple permet de demontrandgnoncé est faux. Dans cette
question, I'item i ne pouvait pas étre traité en utilisantexemple, méme I'exemple général
d'une matrice d'ordre 2 ou d'ordre 3. Par contre, il suffisdét trouver une matrice de
probabilité non inversible pour réfuter I'item ii.

i. e Les matrices de probabilité vérifient trois propriétésus leurs éléements sont
réels. lls sont compris dans lintervall®, 1] et la somme des éléments de
chacune des lignes est égale a 1. Afin de prouver que laamabbtenue
en multipliant deux matrices de probabilité est elle-reéome matrice de
probabilité, il faut veérifier ces 3 propriétés. Il ne Supas de demontrer que

la somme des éléments de chacune des lignes de la matregaésa 1.

7



Plus généralement, quand un énoncé ou une propaiei&montrer comporte
plusieurs éléments, il faut examiner successivemertuwhee ces éléments.

e Il est important de respecter les notations pour donner dsl @ex expressions
mathématiques que l'on écrit. En particulier, il ne faatspconfondre une
matriceA et son élémeritj notéa;; ou (A);;.

e Trop d'étudiants ont confondu I'expression

n
> aiby,
&1

qui représente I'éléememj de la matrice produit avec

n n
ajkbj,
2,2,

qui représente la somme des éléments de la ligleddla matrice produit.
e |l n'est pas correct d’écrire

k=1

car l'indicek porte aussi sur les élemerig. De méme

S (3] (3)

car il s’agit de la somme des produits des élements cavnelsmts de la ligne
de A et de la colonng de B et pas du produit des sommes des éléments de la
lignei deA et de la colonng deB.

e Démontrer que les produitaiby; appartiennent d0,1] ne suffit pas pour
affirmer que

n
Z aikbyj € [0,1].
k=1

La propriété déja demontrée disant que les sommesgléasents des lignes de
la matriceAB valent 1 est nécessaire pour pouvoir conclure.

ii. En plus de fournir un contre-exemple valide, il fallaitsjifier que celui-ci vérifiait
bien les trois propriétés d’'une matrice de probabilité.
Plus généralement, quand on montre qu’un énoncé esefaprésentant un contre-
exemple, il ne suffit pas de citer ce contre-exemple. Il fassamontrer qu'il vérifie
les hypothéses de I'énoncé mais en contredit la thése.

Question IV I

i. e La matriceX est une matrice définie par blocs. Elle comprend 4 bloc€sarr
d’ordre n puisqueA est une matrice d’'ordra. Il ne s’agit pas d’'une matrice
d’ordre 2 comportant 4 éléments!

¢ |l ne faut pas confondre I'ordre d’'une matrice (sa taille@@sgon rang. Ce n’est
pas parce qu¥ est d’ordre & que son rang vaut ausan.2Ce résultat doit étre
justifié rigoureusement, par exemple comme cela est fai tiasolution type.



ii. e La matrice adjointe est obtenue en transposant et conjudans un ordre ou
dans l'autre, la matrice de départ, soit

X=X =XT

e Lorsqu’on transpose une matrice défine par bloc, il fautseaiement permuter
les blocs qui se correspondent de part et d'autre de la didgqrincipale
mais également transposer séparément chacun des blackjpe en sorte que,
conformément a la définition de la transposée, les fighela matrice initiale
deviennent les colonnes de la matrice transposée. On a donc

(0 A _ /0 AT (o Ay (0 A
—\A) o) \GAT o) AT o iA 0
e Rappelons que le conjugué d'un produit est égal au prathstconjugués de
sorte que

A=i A=—iA



