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On considére la matrice
1 -1 -1 -1

-2 10 8 O
A= 2 -6 -5 -1
-1 -7 -5 3

i. Déterminez le rang da.
ii. Déterminez les éventuelles relations linéairestxit entre les colonnes de

Question Il

On considere la matrice carrded’ordre n dont les élements sont donnés par

aj=1i—j, i,je{1,2,...,n}

i. Explicitez A en faisant apparaitre ses éléements dans le cas-0D est quelconque.

ii. Calculez defA dans le cas ot = 3.
iii. Déterminez toutes les valeurs dec Ny pour lesquelleg\ est singuliére.

Question llI

i. Répondez par VRAI ou FAUX et justifiez.

Octobre 2021

(a) Le déterminant d’'une somme de matrices carrées daresst égal a la somme des déterminants

des matrices de cette somme.

(b) Six est une matrice colonne non nulle appartenait,zalors le rang de la matricex’ est égal & 1.

(c) Sielle existe, I'inverse d’'une matrice normale esti@gent normale.

ii. Si Aestune matrice carrée non singuliere, montrez que lacaétdes cofacteurs d& est non singuliére

et déetermineA 1.



SOLUTION TYPE

Principe du calcul du
rang (que ce principe

i. Soit soit énoncé ou mis
en oeuvre), soit par
1 -1 -1 -1 réduction a une forme
A -2 10 8 O échelonnée, soit
2 -6 -5 -1 par détermination
-1 -7 -5 3 du nombre de
Effectuons des opérations élémentaires sur les ligada thatrice afin de la reduire rangées linéairement
a une forme normale échelonnée. Ces opérations ntaffepas le rang. indépendantes,  soit
Il vient par extraction d'une
o —s ly+ 204 1 -1 -1 -1 matrice non s:_ngullere
0 8 6 -2 d’'ordre maximal
b3 — 03— 201 0 -4 -3 1 2pt3
by — la+ 101 0O -8 -6 2

Mise en oeuvre de la
meéthode choisie : 3 pts
e [dentification d'une sous-matrice non singuliére d’'ordre
sans montrer qudetA et les 16 déterminants d’ordre 3 sont
nuls :—2 pts

e Une erreur de principe dans [l'application des opérations
élémentaires +2 pts

e Erreurs de calcul : une erreurs —1 pt, plusieurs erreurs
— =2 pts

NB L'utilisation d’opérations élémentaires sur les@uhes ne peut

étre sanctionnée dans le cadre du calcul du rang.
Ensuite, successivement,

1 -1 -1 -1
Uy — l3/2 0 4 3 -1
Uy — 04)2 0 4 -3 1
0 -4 -3 1
1 -1 -1 -1
lz3—l3+ 12 0 4 3 -1
by — la+ 0o 0 O 0 0
0O 0 0 O
1 -1 -1 -1
0 1 34 -1/4
fz — 52/4 0 0 0 0
0O O 0 0
Et enfin, Valeur correcte du
1 0 -1/4 -5/4 rang (et cohérente avec
01 34 -1/4 les  développements
by — 01+ 7
17772 1o 0o o 0 effectués) : 2 pts
00 0 0

Total i. : 7 pts
On peut donc conclure queA) = 2.



ii. Les opérations élémentaires portant exclusivensmtles lignes de la matrice ne Nombre correct de re-

modifient pas les relations linéaires entre les colonneka deatrice. En exploitant lations (annoncé ou
les développements du point précédent, on identifielaldsles relations linéaires obtenu) : 1 pt

indépendantes Relations correctes :
1 3 5 1 2 pts
G3=—=-C1+-C et yu=—--c1—-C p
47 4 47 4 Total ii. : 3 pts

ToTAaL QI : 10 PTS

Question Il

Soit Ap, la matrice d’ordren dont les éléments sont donnés par=i— j. On a
0 -1 -2 ... —(n=2) —(n-1)
1 0 -1 -+ —(n=3) —(n-2)
2 1 0 —(n—4) —(n-3)
An= . .
n-2 n-3 n-4 . 0 -1
n-1 n-2 n-3 - 1 0
Total i. : 1 pt
. Pourn=3,0na Expression dés : 1 pt
0 -1 -2
Az=|1 0 -1
2 1 0

Méthode de calcul cor-
En appliquant la premiére loi des mineurs a la premidedide cette matrice, on recte : 1 pt
obtient Valeur exacte du
déterminant : 2 pts

z _21 :Oi —(R-pfy ol entealy J-2-2-0

Total ii. : 4 pts
L'examen de la forme générale dg, montre que la difference entre les éléements de

deux lignes successives quelconques est toujours édal®©n peut exploiter cette
propriété pour calculer le déterminant en introduissutcessivement les opérations

élementaireg, — ¢, — ¢ puisfy — £> — £3 pour obtenir Valeur du déterminant
pour n > 3 quel-
-1 -1 -1 .- -1 -1 conque : 5 pts
1 0 -1 -+ —(n=-3) —(n-2)
2 1 0 —(n—-4 —(n-3
detn, (-4 —(n-3
n-2 n-3 n-4 . 0 -1
n-1 n-2 n-3 - 1 0
-1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1
2 1 0 —(n—4) —(n-3)
= . . . . =0
n-2 n-3 n—4 - 0 -1
n-1 n-2 n-3 - 1 0




puisque le déterminant comporte alors deux lignes ideatiq
Ce raisonnement ne peut étre mené que si la matrice coengortmoins 3 lignes.

Dans les cas particuliers= 1 etn = 2 on calcule aisément
A1=(0), detA;=0
0 -1 0 -1
Az—(l 0), detAz—l 0'—1

En conclusion, la matric& est donc singuliere pour toutes les valeursnde Ng
differentes de 2.
Remarquons que I'annulation du déterminant peut éttdigespour toutes les valeurs
impaires den par le raisonnement suivant. La matris@tant antisymétrique, on peut
écrire

detA = det —AT) = (—1)"defAT) = — detA
de sorte que dét = 0 sin est impair.

Question Il

Traitement des cas
particuliersn = 1 et
n=2:1pt

Conclusion : 1 pt

Si ce seul raisonne-
ment est tenu et cor-
rect : 3 pts, cumulables
avec le point des cas
particuliers.

Total iii. : 7 pts

TOoTAL QIl : 12 PTS

Une réponse correcte (Vrai ou Faux) donnée sans jusiificae donne

droit a aucun point.
i. (a) L'énoncé est faux comme le montre le contre-exerspleant.

10 i -1 0\ (/00O
0 1 0 -1/ \o 0O
mais
1 0 |-1 O 0O 0
o Ao A=l o

L'énonceé est vrai.

(b)

En effet,
X1 X2 XX XiXs XiXa  XaXs
X2 XoX1 X5 XoX3 XoXq XoXs
x'= (x| (X1 X X3 X4 X5)=|XX1 XeXo X3 XgXa XsXs
X4 XaX1 XaXo XaX3  Xg  XaXs
X5 XsX1 XsXp XoX3 XeXa X2

Commex £ 0, au moins un deg differe de 0. Supposons donc gxe# 0.
D’une part,
()11 =3¢ #0

et le rang de la matrice est supérieur ou égal a 1.

D’autre part, les colonnes 2 a 5 s’écrivent
ci:ﬁcl, i=2,...,5
X1

Elles sont donc toutes des multiples de la premiére colenge0.

Contre-exemple
correct : 2 pts

Total (a) : 2 pts

Expression matricielle
dexx! : 1 pt

Rang au moins égal a
1:1pt

Démonstration
(rangées multiples
dex oux') : 2 pts

En conclusion, la matricex” posséde exactement une colonne linéairement

indépendante et son rang vaut un, comme annonce.

Total (b) : 4 pts



(c) L'énoncé est vrai.
La matriceN étant normale, on B*N = NN*.
CommeN est inversibleN—* existe etf(N~1)" = (N*)~1. De I&, on déduit

*

(Nfl) Nfl — (N*)lefl _ (NN*)fl — (N*N)fl _ Nfl(N*)fl _ Nfl(Nfl)

donc

etN—1 est normale.

ii. Si A estune matrice carrée d'ordnenon singuliére, on a

1 AT
 detA
de sorte que
AT =detA A1

En transposant cette relation, on obtient

Connaissance du
concept de matrice
normale : 1 pt

Thése traduite
mathématiquement
1pt

La proprieté{N-1)" =
(N*)~1 ne doit pas étre
redémontrée mais un
point peut étre retiré en
cas d’erreur dans cette
démonstration.
Démonstration : 2 pts
Total (c) : 4 pts

Total i. : 10 pts

Relation entre [in-
verse et la matrice des
cofacteurs : 1 pt

La propriet A-1)" =
(AT)~1 ne doit pas étre
redémontrée mais un
point peut étre retiré en
cas d’erreur dans cette

A=detA (AL = detA (AT) 2 démonstration.
et donc la matrices des cofacteurs est non singuliére et
1
Al=—_AT
detA
Remarquons gu'il est aussi possible de montreryast non singuliere en montrant Démonstration de

gue son déterminant est different de 0. On a

(detA)"
detA

detA = (detA)"det(A~1) = (detA)"detA~L) = = (detA)™1 £0

puisqueA est non singuliere.

I'existence de [lin-

verse de A ou du

caractére non nul de
son déterminant : 1 pt
Expression de [lin-

verse de\ : 2 pts

Total ii. : 4 pts

ToTAL QIII : 14 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

La méthode la plus systématique pour déterminer lg dnne matrice est de la
réduire a une forme normale échelonnée en effectuabgérations élémentaires
sur ses rangées et en procédant avec ordre et méthodetura de la sous-question
ii. conduit a privilégier les opérations sur les lignes papport a la manipulation des
colonnes.

Il faut toujours commencer par faire apparaitre un élénégral a 1 dans le coin
supérieur gauche de la matrice, soit en échangeant dessligoit en divisant la
premiére ligne par son premier élément. Il faut enswateefapparaitre des zéros en
dessous de ce 1 en ajoutant aux autres lignes le multiptpuatiée la premiere. On
passe ensuite & la deuxieme colonne ou I'élementé&gaur la diagonale principale
est obtenu en divisant la deuxieme ligne par I'éléments trouve (Quand un
element nul se trouve sur la diagonale principale, il edisipensable d’échanger des
lignes ou des colonnes, ce qui ne modifie pas le rang.). Lies z&ix autres places
de la deuxieme colonne s’obtiennent comme dans la prenci@onne en ajoutant
aux differentes lignes le multiple adéquat de la deuxigigne... En procédant de la
sorte, on conserve les zéros obtenus précédemmentotadure s'arréte quand une
matrice identité occupe le coin supérieur gauche et quyila plus que des lignes
de zéros en dessous de celle-ci. Le rang de la matrice esté&gal a I'ordre de la
matrice identité du coin supérieur gauche de la forme atarachelonnée.

Il faut étre soigneux et systématique pour éviter legws de calcul. Il convient
également de ne pas vouloir aller trop vite en effectuanubanément des transfor-
mations élémentaires qui dépendent 'une de l'autre eRemple, les manipulations
simultanéed) = ¢1+ ¢, et¢’, = {»+ ¢; conduisant &

ab R a+b a+b

b a a+b a+b
ne sont pas licites; elles modifient le rang de la matrice.dBorentalement, les
opérations élémentaires doivent étre réalisegsiestiellement. Les opérations ne
peuvent &tre regroupées dans une liste considéréeoernghk si les lignes (ou les

colonnes) intervenant dans une opération élémentaisont pas modifiees par une
opération éléementaire précédente dans la liste.

e Le nombre de relations linéaires entre les rangées d'uaieiaa est égal au
nombre de ces rangées diminué du rang de la matrice. Icarlg de cette
matrice d’ordre 4 étant égal a 2, 2 relations linéairdstent entre les colonnes
de la matrice.

e Quand les opérations élementaires menant a la forrmaleréchelonnée ont
eté effectuées uniquement sur les lignes de la matrserdlations linéaires
entre les colonnes sont conservées. Celles-ci se lisert dans la matrice
réduite. Par contre, si des opérations élémentairé¢t@neffectuées sur les
colonnes, les relations linéaires entre celles-ci ne paatconservées. Quand
on cherche les relations linéaires entre les colonnesprlvient donc de
ne manipuler que les lignes comme expliqué ci-dessus, aventuellemet
un échange de colonnes qui peut étre gardé en mémoire e@qirimer
correctement les relations recherchées.



Question Il

i. Quand on explicite une matrice d’'ordmg il convient de donner suffisamment
d’élements. En particulier, il est nécessaire d'exgrines premieres et dernieres
lignes et colonnes. Il ne suffit pas de donner les 9 élentent®in supérieur gauche.

ii. Le calcul d'un déterminant d’ordre 3 peut étre effdéctle differentes facons : développement
de Laplace, transformations successives par des op&d@iementaires ou méthode
de Sarrus. Notons que cette derniere approche n'est gadaiel pour le calcul d’'un
déterminant d’ordre 3.

iii. e Rappelons qu’'un exemple ne constitue jamais une démdostralraiter
uniquement les cas =1, n= 2, n= 3 etn =4 ne permet pas d'obtenir de
réponse générale.

e La matrice A étant anti-symétrique, on peut facilement démontrez gan
déterminant est nul pour toutes les valeursi@@paires. On ne peut par contre
obtenir aucune conclusion ponmpair en se basant sur cette caractéristique de
la matrice.

La matrice posséde une structure particuliere qui va eda-de son anti-
symétrie. Ne pas exploiter cette structure particuliésaduit a se priver de
la possibilité de réaliser d'autres développementesCen exploitant cette
structure particuliere qu'il était possible de démentque le déterminant est
nul pour toutes les valeurs de> 3.

e Si une démonstration est menée comme dans la solutiendppeffectuant
des opérations élémentaires faisant intervenir 3 fgde la matrice, il est
indispensable de traiter séparément lesrcasl etn = 2 qui ne comportent
pas ces 3 lignes.

e Remarquons encore que, contrairement & ce qu'on a pu lir@airsicertain
nombre de copies, une matrice dont la diagonale ne compoeteep eléements
nuls n'est pas forcément singuliere.

Question Il

i. (a) e Unexemple ne constitue pas une démonstration. Un coréneyae suffit
par contre a demontrer qu’'une proposition est faussendricé proposé
était manifestement faux, ce qui pouvait étre vérifie pae multitude
d'exemples.

e Le déterminant d’'une matrice d'ordre 2 est calculé en tsayant (et pas
en additionnant) au produit des éléments de la diagonaieipale celui
des élements de la diagonale secondaire.

e Les essais infructueux de démonstration ont mis en ég&lane mauvaise
compréhension de I'expression générale de la prentdtrdes mineurs.
Les cofacteurs qui interviennent dans cette loi sont biex des élements
de la rangée de la matrice que I'on développe. lls sont @ongarticulier
differents d’une matrice a I'autre. Par ailleurs, lesaméurs d’'une matrice
obtenue en sommant deux matrices ne sont pas égaux a cemuslen
sommant les cofacteurs correspondants des deux matrices.

(b) e Lapremiére chose a faire est évidemment d’exprimer laiosaxx" qui est
une matrice d’ordre 5 et pas un scalaire comme le seait



e Montrer que toutes les colonnes de la matrice sont multiplee de I'autre
permet de déemontrer que le rang est au maximum égal a guilis’y a
gu’une colonne linéairement indépendante. |l faut eact@montrer que le
rang n'est pas nul. Ceci se fait en rappelant qu'au moins srétiaments
diagonaux de la matrice est non nul vu gug 0.

e Remarquons que# 0 n'implique pas que les 5 élemegtdex ne sont pas
nuls mais bien qu'un deg au moins est non nul.

(c) e La traduction mathématique des hypothéses et de la #stda premiere
étape indispensable de toute démonstration. L'hymethést ici que la
matrice considérée est normale, c’'est-a-dire qu'etlenmute avec son
adjointe, ce que I'on écrit

N*N = NN*

La these est que l'inverse de cette matrice normale egtragat normale,
ce gue l'on écrit

* *

(N7

Expliciter les hypothéses et la thése permet de mesurahdéenin a
accomplir pour la démonstration.

N~1=N"}(NY

e La démonstration consiste ensuite a partir d'un des dearliones de
I'égalité a démontrer et a le transformer pour obtdiaiutre membre en
utilisant I'hypothése et les regles connues d’algebie particulier ici, il
était utile d'utiliser

(AB)1=BAt et (N =(N*)"?

e On ne rappellera jamais assez qu’'on ne manipule pas lexamtdomme
des nombres. En particulier, il n’est pas licite de divisar gine matrice.

ii. e La formule de linverse permet de relier une matrice a larivatde ses
cofacteurs. C’était de toute évidence a cette formuli fallait faire appel ici.

e Rappelons que, si la matriéé est d’ordren,
det(AM) = A"detM

de sorte que
detA = det[(detA) A*T} = (detA)"detA T



