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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire lé gaivotre compréhension du cours
d’Algébre. Il est purement facultatif. Les résultatsnb@u mauvais, ne seront en aucun cas pris
en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilvest conseillé de vous placer autant que
possible dans les conditions d’une interrogation normedeondez aux questions seul(e) et sans
interrompre votre travail. Ce test devrait pouvoir étealisé dans un délai maximum de deux
heures et demie.

e Rédigez vos réponses aux trois questions sur des feséfgarées.

e Sivous ne répondez pas a une question, rendez une felaiflehe pour cette question.

e Indiquez votre nom eMAJUSCULES et votre prénom en minuscules dans le coin supérieur
gauche de chaque feuille.

e Les copies seront reprises lors du cours d’Analyse du 13beet@Groupe A) ou du cours
d’Algébre du 14 octobre (Groupe Z).

Des conseils pour une bonne présentation des copies spotrables sur
www. mmm ul i ege. be/ ensei gnenent / MATHO013/ present ati on

On considéere la matrice
m—1 m m

A= 1 m mm-1)
1 m m-1
oumdeésigne un parametre réel. En discutant s'il y a lieu exction dem,
i. déterminez le rang d&;
ii. le cas échéant, donnez la(les) relation(s) linga)jrexistant entre les colonnes Ae

Question I

Pour toutn > 2, on définit le déterminar, ol a est un réel par

a 0O -+ 0 n-1
0 a : :
Ay = 0 5
0 0 a 1
n-1 2 1 a

i. CalculezA,.
ii. Montrez que, pour tout > 2, A, vérifie une relation de récurrence du type

An == (XAn,]_—{— f(n)

ou la constante et la fonctionf (n) sont & déterminer.
n(n+1)(2n+1)
6

n
iii. En exploitant les résultats ci-dessusEt K2 = , montrez que
K=1

Ap=a"— (n—l)néZn—l) a?  vn>2
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Question I

On considére une matrideréelle, carrée, d'ordra et non singuliere ainsi que des matrices colonnes non
nullesc etd appartenant &".
i. Déterminez les dimensions de" et dedTA1c.

ii. Déterminez le rang ded”.
Déterminez la valeur du scalaire telle que, dans le cas otHld"A~1c # 0, linverse de la matrice

i.
B =A+cd' peut étre obtenue a partir de I'inverseAlselon (formule de Sherman-Morrison)

(A+cd) ' =ATraA TdTA?



i. Soit

Effectuons des opérations éléementaires sur les ligada thatrice afin de la réduire
a une forme normale échelonnée. Ces opérations ntaffepas le rang.
Commencons par échanger la premiere et la deuxieme pgar amener un “1” en
positionay 1 sans devoir initier d’'emblée une discussion en fonctiomd®n obtient

Ensuite, il vient

by — U — (m— 1)(1

fg—)fg,—fl

c'est-a-dire

Sim= 0 etm## 2, on peut continuer I'echelonnage en divisant la deugiéigne par

SOLUTION TYPE

m—1 m m
A= 1 m mm-1)
1 m m-—1

1 m mm-1)
m—1 m m
1 m m-1
1 m
0

o

0

1 m

m(m—1)

0 m2-m) m?(2—m)

0 0

m(2—m), ce qui donne

et ensuite,

Si, en plusm# 1, on peut diviser la derniére ligne paf1—m)?, ce qui donne

puis, finalement,

1 m mm-1)
0 1 m
0 0 —(1-m)?
10 -m
61—>€1—rn€2 01 m
0 0 —(1-m)?

1 0 —m

01 m

0 0 1
1
{1 — {1 +ml3 0
€2—>€2—m€3 0
1

o+ O

—(1-m)?

— O QO

On peut donc conclure queA) =3 sim¢ {0, 1, 2}.

m(m—1)

m—(m—-1)m m—(m—1)°m
m—1—m(m-—1)

(&)

(%)

Principe du calcul du

rang, soit par
réduction a une forme
échelonnée, soit

par extraction d'une
matrice non singuliére
dont on a prouvé
qu’elle était la plus
grande possible, soit
par lidentification du
nombre de lignes ou
colonnes linéairement
indépendantes : 2 pts

Identification des cas
particuliersm = 0 et
m=2:2pts

Identification du cas
particulierm=1: 1 pt

Rang sim¢ {0, 1, 2} :
2 pts



Sim= 0, la matrice &) devient

O O
O oo

0
0 1)
~1

de sorte que(A) = 2 puisque la matrice possede manifestement exactement deu
colonnes lineairement indépendantes. Rang sin=10: 2 pts

Sim=1, la matrice &) devient

1 0 -1
01 1 (2)
00 O
de sorte que(A) = 2. Rang sim=1:2 pts
Sim= 2, la matrice &) devient
1 2 2
00 O 3)
0 0 —
En échangeant les lignés et /3, puis les colonnes; etcs, on obtient
1 2 2
0 -1 0
0 0 O
Ensuite, il vient successivement Rang sim= 2 : 2 pts
1 2 2
by — 1l 010
0 0O
1 0 2
€1 — @1 — 2£2 010 (4)
0 0O
de sorte que(A) = 2. Total i. : 13 pts

ii. Quand les opérations élémentaires effectuéesepbmexclusivement sur les lignes
de la matrice, elles ne modifient pas les relations linga@mtre les colonnes de la
matrice. En considérant les formes obtenues suite aaresfdrmations, on peut donc
obtenir les conclusions suivantes.

e Sim¢ {0, 1, 2}, les colonnes d& sont linéairement indépendantes, il n'existe  Pas de relation linéaire

pas de relation linéaire entre celles-ci. sim¢ {0, 1,2} : 1pt
e Sim= 0, la deuxiéme colonne deest nulle,i.e. c; = 0. co=0sim=0:2pts
e Sim=1, on déduit deZ) la relation linéaireczs = —cy + c». Rel. lin. entre colonnes
sim=1:2pts
e Sim= 2, on déduit deJ) la relation linéairec; = 2¢;. Rel. lin. entre colonnes
sim=2:2pts

Remarquons que, dans le aas= 2, la forme normale échelonné4) @ été obtenue

apres I'echange des colonngset c;. Cette forme permet également d'identifier la

relation linéairec, = 2¢; a condition de tenir compte de cet échange. Total ii. : 7 pts
ToTAL QI : 20 PTS



Question Il

i. Le déterminant d’ordre 2 est donné par

A, = —a2-1

1 a

Expression dé, : 1 pt
Valeur deh; : 1 pt
Total i. : 2 pts

ii. Calculons ensuite le déterminant d’ordren appliquant la premiére loi des mineurs

a la premiere colonne. On a

Application  correcte

de la premiére loi des

0 0 n-1 mineurs : 2 pts
a
An - 0 2 . .
0 0 a 1 Identification du terme
n—1 2 1 a 8ln-1 2 pts
0 0 n-1
nt1| @
= a1+ (n—1)(-1)
. 0 2
0 a 1
En développant le déterminant d’ordre- 1 suivant la premiere ligne,il vient ensuite Calculs et
expression correcte de
a0 -0 f(n) : 3 pts.
DAn=abn 1+ (n—1) (=)™ n-1)(-1)+"1 0@ 0
" " : S Pénalité de 1 pt si
00 --- a I'expression n’est pas
—aly 1+ (n— 1)2 (- 1)2n+1 o2 simplifiée.

=ah,_1— (n—1)%a"?2

de sorte que Total ii. : 7 pts
a=a et f(nj=-a"?n-1)7?
ii. Larelation de récurrence obtenue permet d’écrire Principe du travail “de
proche en proche” :
An=abn_1— (n—1)%a"2 1pt

DAy 1=aby o—(n—2)%a"3

Anfz — aAnf?, - (n - 3)28.”_4



Ainsi, en prenant aussi en compte la valeudealculée au pointi., on a
A, = a[aAn_z —(n— 2)2a”*3] —(n—1)%a"2
=a’An_o—(n—2)%a" 2 — (n—1)%a" 2
—a’ [aAn_g —(n-3 Za”*“} —(n—2)Za" 2 (n—1)%a" 2

— 3An—3_ (n_ 3)2 n-2 (n_ 2)2an72 . (n_ 1)2an72

— n—2A2 _ 22an—2 . (n_ 3)2an—2 _ (n_ 2)2an—2 _ (n _ 1)2an—2

—a" @ -1)— a”—2[22+ 4 (N=32+ (n-2%+(n—- 1)2}

=a'—a"? [l+ 24 4+ (N=3)2+(n-2)2+(n— 1)2} Expression dep, en
n—1 fonction den : 2 pts
—a"—g"? Z k2 dont
k=1 1 pt pour I'expression
- o resul au moyen du symbole
n utilisant le resultat n , n(n_|_ 1)(2n_|_ 1) sommatoire

Z k
K=1
on obtient finalement, comme annonce,
(n—Dn(2n—1)
a -
6
Remarquons que, en particulier pauge 2, cette expression permet de retrouver le
résultath, = a® — 1. Total iii. : 3 pts

ToTAL QIl : 12 PTS
Question Il

i. Puisquec etd sont des matrices-colonnes appartendRt & est de dimensionsx1  pimensions decdT :

6

Ap=a"— Yn> 2

etd" est de dimensionssin. Le produitcd” est donc de dimensiomsx n. 1pt.
La matriceA &tant d’ordren, il en va de méme de son inverde’l. Lexpression LDimensions de
dTA~1c, en tant que produit de matrices de dimensionsnln x netn x 1 est donc dTA~%c: 2 pts.
un scalaire. Total i. : 3 pts
ii. Il résulte de la définition du produit matriciel que Expression
- des éléments ded’ :
(Cd )ij:Cidj 1pt

ou, plus explicitement, que

Cldl ... Cldn

cd'=| ;
chd: ... cndq

Toutes les colonnes du produit’ sont des multiples de la méme matrice-colonne
Le rang de la matrice,e. le nombre de colonnes linéairement indépendantes, ast do
au plus égal a un. Rang correct (avec
Le rang de la matrice serait nul si toutes les colonnesrétadentiquement nulles. justification) : 3 pts,
Ce n'est pas le cas puisqueet d sont non nulles et qu’il existe donc au moins urdont 1 pt pour écarter
élementcid; # 0 dans la matrice considérée. Dés lors, le rangddeest égal a 1. le casp = 0.
Total ii. : 4 pts
6



iii. La formule de Sherman-Morrison fournit I'inverse c@A+ch) si le scalairea est

tel que Ecriture deBB™1 =1 :
(A+cd") (At +aA ted'AY) =1 1pt
Puisque la multiplication matricielle est associative u d A~'c est un scalaire, on
peut écrire successivement Calcul du produit sans
remarquer

(A+cd") (At +a A ted™AT) dTAlceR :1pt
=AA +cd"A o (AATY ed"A  rac(dTA ) dTAT
=I+cd'A +acd’A +a (dTA ) cd A
=1+ [1+a(l+d"A )] cdA™!

Ce produit est égal a la matrice identité, comme soahait” Mise en évidence de
cd"A1 et conclusion :

1+a(1+d'A ) =0 3pts
Dans le cas ot 4+ d"A~1c £ 0, il suffit donc de considérer

1

o0=——"—
1+dTA-1c

Total iv. : 5 pts

ToTAL QI : 12 PTS

COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

L'opération éleémentaire consistant a ajouter a unagée d'une matrice une
combinaison linéaire des autres rangées de cette matitserve certaines propriétés de
la matrice comme son déterminant ou son rang\’®ist obtenue a partir d& par une telle
opération élementaire, on peut donc écrire qué\detdetA’ et quep (A) = p(A’).

La matrice a par contre été modifiee par cette opérat®rsatte queA # A’. On
ne peut donc égaler les matrices obtenues successivemeqpquant des opérations
élémentaires.

i. La détermination du rang d’une matriéepeut étre réalisée de differentes fagons.

e Le rang est égal au nombre de lignes/colonnes linéaireindapendantes de la
matrice, ce qui n'est pas facile a identifier au premier dbsans transformations
élémentaires.

e Lerang est égal a I'ordre de la plus grande matrice carogesinguliere que I'on
peut extraire dé\.
Si le déterminant de la matrided’ordre 3 est different de zéro, algpgA) = 3.
Si le déterminant de cette matrice est nul pour une valeysatametre, cela ne
signifie pas automatiquement que son rang est égal a 2. @nspalement en
conclure quep (A) < 2. Pour prouver que le rang vaut 2, il faut encore pouvoir
extraire deA une matrice non singuliere d’ordre 2.

e La méthode la plus systématique pour déterminer le ramgedmatrice est de la
réduire a une forme normale échelonnée en effectuanbplerations élémentaires
sur ses rangées et en procédant avec ordre et méthode.



Il faut toujours commencer par faire apparaitre un élénégal a 1 dans le coin
supérieur gauche de la matrice, soit en échangeant desligoit en divisant la
premiere ligne par son premier élément. |l faut ensutefapparaitre des zéros en
dessous de ce 1 en ajoutant aux autres lignes le multiptuatée la premiére.
On passe ensuite a la deuxieme colonne ou I'éléemealt &d sur la diagonale
principale est obtenu en divisant la deuxieme ligne paléiiient qui s’y trouve
(Quand un élément nul se trouve sur la diagonale prinejpghkst indispensable
d’échanger des colonnes, ce qui ne modifie pas le rang.)z&es aux autres
places de la deuxieme colonne s’obtiennent comme danselaigre colonne
en ajoutant aux differentes lignes le multiple adéqualadéeuxieme ligne... En
procédant de la sorte, on conserve les zéros obtenusde@enent. La procédure
s'arréte quand une matrice identité occupe le coin sepégauche et qu’il n'y a
plus que des lignes de zéros en dessous de celle-ci. Le edagwhtrice est alors
égal a I'ordre de la matrice identité du coin supérieanche de la forme normale
échelonnée.

Si, comme dans cet exercice, les élements de la matrigprst@ent en fonction
d'un paramétre, une discussion intervient quand cedauadeurs du parametre
entraineraient une division par zéro. Il faut alors tragéparément les matrices
obtenues pour les valeurs particulieres du paramétre.

La discussion en fonction du parametre peut parfois euikeéé ou retardée
en échangeant les lignes ou les colonnes de la matricet &'esas lorsque
I'elément par lequel on devrait diviser (le ‘pivot’) comipe un paramétre et qu’une
permutation permet de remplacer cet élément par ungxiéde valeur non nulle.
Il faut &tre soigneux et systématique pour éviter lesws de calcul. Il convient
également de ne pas vouloir aller trop vite en effectuamukanément des
transformations élémentaires qui dépendent l'une datie. Par exemple, les
manipulations simultanée$ = (1 + ¢, et ¢, = ¢ + ¢, conduisant &

ab . a+b a+b

b a a+b a+b
ne sont pas licites ; elles modifient le rang de la matrice daorentalement, les
opérations élementaires doivent étre réaliseqaesitiellement. Les opérations ne
peuvent étre regroupées dans une liste considéréeeembe si les lignes (ou les

colonnes) intervenant dans une opération élementaisent pas modifiees par une
opération élémentaire précédente dans la liste.

Quand le rang de la matricA est égal a 3, ses colonnes sont linéairement
indépendantes. Il n'y a donc pas de relation linéaireecelies. Ce n’est que pour
les valeurs du paramétre pour lesquelles le rang esieénféa 3 que les colonnes
sont lineairement dépendantes. Vu que le rang de la reataat 2 pour les trois
valeurs correspondantes du parametre, il existe chageeufee seule relation
linéaire entre les colonnes.

Les opérations éleémentaires sur les lignes de la matricanodifient pas les
relations linéaires entre les colonnes. Si la forme noenéahelonnée obtenue au
point i. I'a été en effectuant uniquement des opératsurdes lignes, les relations
entre les colonnes se lisent dans la matrice échelonnée.

Si des opérations élémentaires ont été effectuéeleswolonnes pour échelonner
la matrice, le nombre de relations linéaires entre lesrowe est inchangé mais
I'expression de ces relations linéaires ne peut étrenoigtéd partir de la forme
échelonnée obtenue de cette facon a I'exception du gaseol un échange de
colonnes a été effectué.



e Dans le casn= 0, la deuxiéme colonne de la matrice est nulle, ce qui coieska
relation linéaire recherchée entre les colonnes. Dargageon peut en effet écrire

Aci+Axco+A3c3=0 avec A\;=A3=0 et A #0

Question I

La premiére loi des mineurs permettant le calcul d'unhgireant doit étre correctement
appliquée. En particulier, les valeurs des cofacteur£tigaents de la rangée choisie pour
appliquer cette loi s’obtiennent en multipliant les mireegprrespondants par le facteur
(—1)'*1 oui et j sont les indices de la ligne et de la colonne qui se croisemivaau de
I'eléement considéré.

i. Pour calculerd,, il faut d’abord exprimer la matrice pour= 2. L'observation de la

derniére ligne et de la derniére colonne de la matrice @éemmdique que celle-ci est
d’ordren et donc d’ordre 2 sih = 2, soit en remplacamt par 2,

al

Bo=11 4

ii. o Larelation devait étre déemontrée dans le cas géreea exemples(= 3 eth=4)
ne permettent pas de démontrer une relation générale.
¢ |l suffisait dans cet exercice d'appliquer la premiére ke dnineurs a la premiere
colonne ou a la premiere ligne. Il n’était méme pas séage de faire apparaitre
des zéros supplémentaires dans la matrice par des tnaradfons élémentaires, la
matrice donnée comportant déja suffisamment de zéros.

iii. e La relation de récurrence obtenue au point ii. peut &soltie en travaillant “de
proche en proche” comme dans la solution-type, ce qui faidiegitre une structure
intéressante qui peut étre exprimée de fagcon compaateogen d’'une somme.

o |l était aussi possible de démontrer par récurrence ‘gupression de\, donnée
dans I'énoncé était correcte. Dans ce cas, il faut bigpeeter la structure de la
démonstration.

o |l faut commencer par vérifier le cas de base. Ce cas de basspgond an = 2
et la formule donné, = a® — 1, valeur que nous avions calculée au point i.

o |l faut ensuite démontrer le cas inductif, c’est-a-diggrebntrer que, sila relation
donnée est vraie poux elle est aussi vraie pour+ 1. Le déterminanf\,, 1 peut
étre exprimé en fonction d&, grace a la formule établie au point ii.

o Il ne faut enfin pas oublier de conclure que la relation essaltaievn > 2.

Question Il

i/

ii. e Les élements d’une matrice colonne peuvent étre natés an seul indice, celui
de leur ligne. Les éléement desont donc simplement notes ce qui conduit a une
notation plus compacte et plus lisible qu'une notation axdadices de type; ;.

e Le rang d’'une matrice d'ordre ne vaut pas forcément. Il peut étre compris
entre 0 e suivant le nombre de colonnes (de lignes) linéairemerépeddantes
dans cette matrice. Dans cet exercice, toutes les lignesc@onnes) étaient
manifestement multiples de la méme ligne (colonne). Legrde la matrice
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vaut donc au maximum 1 puisqu’elle contient au maximum ugeeli(colonne)
lineéairement indépendante.

Seule une matrice peuplée uniquement de zéros a un ranGaulest pas le cas
ici puisque les matrices colonneset d ne sont pas nulles, ce qui signifie qu'il
existe au moins un élémentsde c et un élémentl; ded non nuls de sorte que
I'elementcid; decd’ est non nul.

Pour montrer gu’une matric¥ est l'inverse d’'une matric8, il est généralement
trés peu efficace de calculer explicitem@nt® et de comparer le résultath |l
suffit de montrer que le produkB =T ou, de fagcon équivalente, qiX = 1.

Ici, il convenait donc de former le produit d& et de la forme présumée de son
inverse pour identifier la valeur deappropriée.

Rappelons que l'inverse d’'une somme de matrices n'estgele & la somme des
inverses.

Dans les développement des produits de matrices, il na&spprmis de changer
les matrices de place dans un produit : le produit matricedtrpas commutatif. |l
n'est pas non plus permis de diviser par une matrice. ParesdatproduitdT A—1c
est un scalaire, comme cela a été demontré au point €ul donc étre manipulé
comme tel et, par exemple, mis en évidence.
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