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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire ¢ garivotre compréhension du cours
d’Algébre. Il est purement facultatif. Les résultatsnb@u mauvais, ne seront en aucun cas pris
en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilvest conseillé de vous placer autant que
possible dans les conditions d’une interrogation normedeondez aux questions seul(e) et sans
interrompre votre travail. Ce test devrait pouvoir étealisé dans un délai maximum de deux
heures trente.

Rédigez vos réponses aux trois questions sur des feséfearées.

Si vous ne répondez pas a une question, rendez une felaifiete.

Indiquez votre nom eMAJUSCULES et votre prénom en minuscules dans le coin supérieur
gauche de chaque feuille.

e Les copies seront reprises lors du cours théoriquibdctobre.

Des conseils pour une bonne présentation des copies spoiiles sur
www. mmmm ul i ege. be/ ensei gnenent / MATHO013/ present ati on

Calculez le déterminant de la matrided’ordre 3 dont les éléments sont donnés par

Ay = 3ikT[/(2€)7 k7 te {17 27 3}

Question I

On considere la matrice

B 1 5
A=|-1 4 B
3 -1 5

ou 3 désigne un parametre réel. En discutant s'il y a lieu exction def,
i. déterminez le rang d&;
ii. le cas échéant, donnez la(les) relation(s) linga)jrexistant entre les colonnes Ale

Question Il

On considere les matricése C]) et
B_ iA A
~\A 0
i. Déterminez le rang dB en fonction de celui dé.

ii. SiA estinversibleB est-elle inversible ? Sioui, déterminez I'expressioBdeé (sans utiliser les formules
de Frobenius-Schur).

iii. Si A est hermitienneB est-elle hermitienne ? Justifiez.
iv. Si A est normaleB est-elle normale ? Justifiez.
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SOLUTION TYPE

Ses élements étant donnés par= €3 (20)  |a matriceA s’écrit
g2 B4 36 g3z Qdim/4 42
A= e6irr/2 e6irr/4 eGirr/G — gdim e3i1'[/2 an
e9irr/2 e9irr/4 e9irr/6 e9i1'[/2 e9i1'[/4 e3i1'[/2

ou
, no..m . , .
e'”/zzcos§+| sin- =i €™ — cosm+i sintt= —1
e3i1'[/2 — eiT[/2 eiT[ — _j e3iT[ — ei(T[+2T[) — eiT[ -1

A2 _ d(2+41) _ J1Y2

o4 _ a2 _ /4 _ cos™ | sinT = @(144)
4 4 2
- 3m . . 3n V2 .
Si/4 _ o > _
e cos4+|sm4 2( 1+1)
de sorte que
2 .
—i %(—1+|) |
A=1|-1 —i -1
V2 .
i —(1+i —Ii
- (1+)
En ajoutant la troisieme colonne a la premiere, on obtien
V2 L
_ 2 . .
0 }+|) i %(_HI) |
detA = |2 —i -1 =—2(-1)3 /s
2
2 . . - i —i
0o 2 i 5 (L) i

=2 [_i@(—ui)—ig(ui) =2V2

2
Question I

i. Soit
B 1 5
A=[-1 4 B
3 -1 5

Effectuons des opérations éléementaires sur les ligada thatrice afin de la réduire

a une forme normale échelonnée sans modifier son rang.

Expression sous forme
trigonométrique

ou algébrique de la
matrice : 1 pt

Méthode de calcul
appropriée : 2 pts

Valeur exacte du
déterminant : 2 pts
Expression réelle : 1 pt

TOTAL QI : 6 PTS

Principe du

calcul du rang, soit par
réduction a une forme
normale échelonnée,
soit par extraction
d’'une matrice non
singuliere dont on a
prouvé qu’elle était la
plus grande possible :
3 pts



Commencgons par échanger la premiere et la deuxieme, lggnqui donne

-1 4 B
B 1 5
3 15

puis par multiplier la premiéere ligne pat,

1 -4 —-B
B 1 5
3 -1 5

Ensuite, il vient successivement,

lo— lr— Bl 14 P
_> p—
272 1 1448 542
f3—>€3—3€1
0 11 5+3p
1 -4 B
f3 < b 0 11 5+ 3B
0 1+4B 5+p2
1 -4 B
@2—>€2/11 0 1 ﬂ
11
0 1+4B 5+p?
10 20+P
11
@1—)@14—4@2 0 1 5—|—3B
f3 — f3— (1+ 4B)€2 11
0 0o —B2—233+50
11

ou encore, en factorisant le dernier élément diagonal,

20+
C o n,
o (B—3p+25
OO0 ST

On peut des lors distinguer les cas suivants :

e Sip#2etp# —25, la matriceA est non singuliere et son rang vaut donc 3.

e Sif3 =2, on obtient la forme normale échelonnée

gy

dont on déduit que le rang deest égal a 2.

O O
ol Nel
O, N

Identification des cas
particuliers 3 = 2 et
B=—25:1pt

Rang si3 ¢ {2, —25}
(avec justification)
2 pts

Rang sif3 = 2 (avec
justification) : 2 pts



e Sip = —25, on obtient la forme normale échelonnée Rang sp3 = —25 (avec
justification) : 2 pts

1 0 -5/11
0 1 —-70/11 €9
00 0
dont on déduit que le rang deest égal a 2. Total i. : 10 pts

ii. Les opérations élémentaires effectuées ci-depsusint exclusivement sur les lignes
de la matrice, elles ne modifient pas les relations lineaémgre les colonnes de la Méthode/principe
matrice. En considérant les formes normales échelanpbtenues, on peut doncapproprié : 1 pt
obtenir les conclusions suivantes.

e Sip =2, laforme normale échelonné&B (ontre que les colonnes desont reliees Relation entre
par la relation linéaire les colonnes §f=2:
c3=2c1+Co 2 pts
e Sif3 = —25, on déduit dej la relation linéaire Relation entre les
colonnes sf3 = —25:
c3 = —(5/11)c1 — (70/11)c, 2 pts
soit
5¢c1+70c2+11c3 =0
e Dans les autres cas, les colonnesAdsont linéairement indépendantés. il  Pas de relation linéaire
n'existe pas de relation linéaire entre celles-ci. siB¢ {2, —25}:1pt
Total ii. : 6 pts

ToTAL QIl : 16 PTS

Question Il

i. Desn premiéres lignes de la matrid® soustrayons fois lesn derniéres, ce qui
conduit a
Oy — 01 —ilny
Uy — Uy —ilnyo 0 A
; (3 o)
ln— ln—ilon

Ces opérations éléementaires ne modifient pas le rangrdatiéce de sorte que Rang deB correct :
2 pts
0 A e
p(B)=p A 0O Justification : 1 pt

Ceci permet de conclure que
P(B)=2p(A)
En effet, sim= p(A), il y a m lignes linéairement indépendantes parmi fes
premieres lignes de cette matrice réduite de méme quaipes n derniéres. Par
ailleurs, lesn premieres lignes et lasderniéres sont manifestement indépendantes
entre elles vu la présence des blocs de zéros. Finaleraand, bien 2n lignes
linéairement indépendantes de sorte gUB) = 2m=2p(A). Total i. : 3 pts

ii. Si Aestinversiblep(A)=nde sorte qu@(B) = 2n etB est aussi inversible. Justification de la non-

Pour calculeB~1, nous allons travailler par blocs. Nous recherchons donwalice  Singularité deB expli-
citement ou par le

<C D) calcul deB=1 : 1 pt
E F Partition deB en 4
blocs : 1 pt
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ou les bloc<C, D, E et F sont des matrices d’ordre telles que
C D\/iIA A\ (I, O
E F/J\A 0/ \o0 I,

iCA+DA CA\ (I, 0
iEA+FA EAJ ~\0 I,

ou encore, en égalant les blocs qui se correspondent,

soit

(iC+D)A=I,
CA=0
(E+F)A=0
EA =1,

Si A est inversible A~ existe et, multipliant & droite la deuxiéme équation pat,
on obtient
CAA™1=0 soit Cly=C=0

La premiére équation s’écrit aloBA = I, de sorte qud® = AL,
La quatriéme équation conduit égalemeit& A1,
La troisieme équation donne quant a elle successivement

(iIA"1+F)A=0
(A1 +F)AA1=0
(A1 +F)=0
F=-iA"t
Finalement,
1 (0 Al
B _<A4 —iA-t

La matrice B est hermitienne #8* = B. On a

g (1A A _ (A A\ _ (A A\'_ (-iAT A
“\A 0) \A o/ A 0o/ A 0

Ensuite, puisqué est hermitienne et donc que = A,

. [—IA A iA A
BZ(A 0>#<A():B

de sorte que la matrid® n’est pas hermitienne (saufA&i= 0).

©)

La matriceB est normale sB*B = BB*. En utilisant I'expression de la matrid&*
obtenue enQ) et en effectuant le produit matriciel par blocs, on calcule

BB — —iA* A\ [IA A\ [(—IAYTAHATA —IATAY  (2AA —IATA
T AR 0 A 0/ IA*A A*A ) UIA*A  A*A
De méme, on a
BB* — A A\ (=AY A%\ (—IAIAT+AA* TAAT [ 2AA*  TAAT
“\A O A* 0 —IAA* AA* ) T L —iAA*  AA*

Condition B1B = 1
(ouBB™1=1):1pt

Evaluation du produit

matriciel et égalité des
blocs correspondants :
2 pts

Résolution et
expression correcte de
l'inverse : 4 pts

Total ii. : 9 pts
Connaissance

du concept de matrice
hermitienne : 1 pt
Expression correcte de
B* : 3 pts, dont 1 pt
pour l'utilisation de
I'hypothése suA

Conclusion : 1 pt

Total iii. : 5 pts
Connaissance

du concept de matrice
normale : 1 pt

Expression correcte de
B*B :1pt

Expression correcte de
BB* :1pt

Utilisation

de I'hypothése suh :
1pt



Ou encore, puisquA est normale et vérifie donkA* = A*A,

. [ 2A*A IA*A
BB _<—iA*A A*A)

On en déduit ques*B # BB* de sorte que la matricB n'est pas normale (sauf si

A=0). Conclusion : 1 pt
Total iv. : 5 pts
P.S. Pas de point pour
l'identification du cas
particulierA =0 eniii.
etiv.
ToTAL QIII : 22 PTS

COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

L'opération élémentaire consistant a ajouter a unagée d'une matrice une
combinaison linéaire des autres rangées de cette matitserve certaines propriétés de
la matrice comme son déterminant ou son rangd’Sist obtenue par cette transformation
eléementaire, on peut donc écrire queAlet detA’ et quep (A) =p (A').

La matrice a par contre été modifiee par cette opérat®rsatte queA # A’. On
ne peut donc égaler les matrices obtenues successivemeqpquant des opérations
élementaires. On ne peut pas non plus utiliser la formrestoamée pour calculer I'inverse
de la matrice de dépaite. A=t # (A")~L.

e Dans l'expressiomy, des €léments de la matridereprésente l'indice de la ligne et
¢ I'indice de la colonne. Considérer le contraire conduif anatrice transposée de
A. Méme si I'erreur ne porte pas a conséquence dans catiexgarticulier puisque
detA = detAT, il pourrait en &tre tout a fait autrement dans d’autresreiges. |l faut
donc &tre attentif & bien traduire et respecter I'émonc”

o |l était judicieux dans cet exercice de commencer parueval forme algébrique
des exponentielles imaginaires afin de faire apparaitreetituelles similitudes entre
les rangées. Cette écriture met en évidence l'intéid@buter la troisieme colonne
a la premiére, ce qui fait apparaitre deux zéros dansdemig@re colonne et facilite
grandement le calcul du déterminant.

Lors du calcul du déterminant d’'une matrice qui ne compgés beaucoup
d’eléements nuls, il est opportun d’'effectuer des opénat €lémentaires sur les lignes
et/ou les colonnes pour faire apparaitre des zéros etréaihsi de longs calculs
et les éventuelles erreurs qui les accompagnent. Il nedapéndant pas oublier
gue la multiplication d'une rangée de la matrice par unaterfacteur multiplie le
déterminant par ce méme facteur.

e Les connaissances mathématiques de base sont indislesngmiur traiter les
problemes d'algébre, en particulier ici la manipulatidas exponentielles et les
calculs sur les nombres complexes. On a, par exemple,

P — e etpas &P =e+¢

de sorte que la deuxieme ligne de la matrice n’est pas agadeuble de la premiére.
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Question Il

La détermination du rang d’une matriéepeut &tre réalisée de differentes facons.

e Le rang est égal au nombre de lignes/colonnes linéairemdapendantes de la
matrice, ce qui n’est pas facile a identifier au premier dbsans transformations
élementaires.

e Lerang est égal a I'ordre de la plus grande matrice caroeesinguliere que I'on
peut extraire de\.

Si le déterminant de la matrided’'ordre 3 est différent de zéro, alqpgA) = 3.

Si le déterminant de cette matrice est nul pour une valeysastametre, cela ne
signifie pas automatiquement que son rang est égal a 2. @nspalement en
conclure quep (A) < 2. Pour prouver que le rang vaut 2, il faut encore pouvoir
extraire deA une matrice non singuliére d’ordre 2.

e La méthode la plus systématique pour déterminer le ramgedmatrice est de la
réduire a une forme normale échelonnée en effectuanopierations élémentaires
sur ses rangées et en procédant avec ordre et méthode.

Il faut toujours commencer par faire apparaitre un élénégal a 1 dans le coin
supérieur gauche de la matrice, soit en échangeant desigoit en divisant la
premiere ligne par son premier élément. |l faut ensuatefapparaitre des zéros en
dessous de ce 1 en ajoutant aux autres lignes le multiptuatée la premiére.
On passe ensuite a la deuxieme colonne ou I'éléemealt &d sur la diagonale
principale est obtenu en divisant la deuxieme ligne paléitient qui s’y trouve
(Quand un élément nul se trouve sur la diagonale pringjghkst indispensable
d’échanger des colonnes, ce qui ne modifie pas le rang.)z&es aux autres
places de la deuxieme colonne s’obtiennent comme danselaig@re colonne
en ajoutant aux difféerentes lignes le multiple adéqualadéeuxieéme ligne... En
procédant de la sorte, on conserve les zéros obtenusdenent. La procédure
s'arréte quand une matrice identité occupe le coin sepégauche et qu’il n'y a
plus que des lignes de zéros en dessous de celle-ci. Le edagwhtrice est alors
égal a I'ordre de la matrice identité du coin supéricanche de la forme normale
échelonnée.

Si, comme dans cet exercice, les élements de la matrigprst@ent en fonction
d'un paramétre, une discussion intervient quand cesauaéeurs du parameétre
entraineraient une division par zéro. Il faut alors tragéparément les matrices
obtenues pour les valeurs particulieres du paramétre.

e Quand le rang de la matricA est égal a 3, ses colonnes sont linéairement
indépendantes. Il n'y a donc pas de relation linéaireeceties. Ce n’est que pour
les valeurs du paramétre pour lesquelles le rang esieénféa 3 que les colonnes
sont lineairement dépendantes. Vu que le rang de la reataat 2 pour les deux
valeurs correspondantes du parametre, il existe chageeufee seule relation
linéaire entre les colonnes.

e Les opérations élementaires sur les lignes de la matrecenodifient pas les
relations linéaires entre les colonnes. Si la forme noenéahelonnée obtenue au
point i. I'a été en effectuant uniquement des opératsurdes lignes, les relations
entre les colonnes se lisent dans la matrice échelonnée.

e Sides opérations élémentaires ont été effectuéelesolonnes pour échelonner
la matrice, le nombre de relations linéaires entre lesrowe est inchangé mais
I'expression de ces relations linéaires ne peut étrenoigtéx partir de la forme
échelonné obtenue de cette fagon.



Question Il

Toutes les opérations sur les matrices ne peuvent étiejapges a une matrice définie
par blocs comme si les blocs étaient de simples élemerits mhatrice.
e Le produit par blocs de deux matrices partitionnées ershiéest possible que si les

dimensions des blocs se correspondent, c’est-a-dirtssquérmettent d'effectuer les
produits et les sommes qui en résultent.
On ne peut généraliser I'expression du déterminantel’omatrice d’ordre 2 a une
matrice définie par blocs.e.
A B
< o

# detAdetD — detBdetC

Dans le cas proposé, si on souhaitait calculer le détamhifa méthode la plus simple
était d’échanger les deux colonnes de blocs pour obtarérmaatrice triangulaire
supérieure, dont on sait par contre calculer le détemtiselon

'iA A

' 0' A A

0 A

— (-1l ?
ou le facteur—1)" vient de ce qu'’il y a eun échanges de colonnes.

Lorsqu’on calcule la transposée d'une matrice définie tpacs, il ne suffit pas
d’échanger les lignes et les colonnes de blocs, il fauledgent transposer chacun

des blocs, soit
wox\" o /wToyT
Y z) “\xT ZT

Le calcul de l'inverse d’'une matrice définie par blocs netpgeas s'effectuer en
généralisant la premiére loi des mineurs.

Il s'agissait ici de détermings(B) en fonction dep(A), sans supposer q@gA) = n.

ii. Le caractere inversible d& pouvait se déduire du pointi. Il est a noter cependant que

le seul fait de détermineB—1, dont tous les blocs sont définis, telle gBB~1 =1
prouve queB est inversible.

Il était explicitement demandé de ne pas utiliser les fdawm de Frobenius-Schur
pour déterminer l'inverse dB. Ces formules ne sont pas a retenir. Pour déterminer
l'inverse recherchée, il convenait par contre de trasaijtlar blocs et de résoudre le

systeme matriciel
C D\(iA A\ (I, 0
E F/J\A 0/ \0 Iy
pour les matrices (d'ordm) C, D, E, etF.

Pour déterminer I'inconnuX apparaissant dans I'équation matricie® =Y ou A
est inversible, il suffit de multiplier & gauche chaque mesrde I'equation paA—1,
ce qui donneX = A~1Y et nonX = YA L,

ii. Le conjugué d'un produit est égal au produit des cgujgs. On a donc

(IA)* = —iA* £iA*

Les differentes sous-questions sont bien sépafaepoint iv., la matriceA n’est pas
hermitienne comme au point iii. Elle est seulement normaléest donc pas égale a
son adjointe.



