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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire lé gaivotre compréhension du cours
d’Algébre. Il est purement facultatif. Les résultatsnb@u mauvais, ne seront en aucun cas pris
en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilvest conseillé de vous placer autant que
possible dans les conditions d’une interrogation normagpondez aux questions seul(e), sans
interrompre votre travail, dans un délai indicatif de déexires et demie.

Des conseils pour une bonne présentation des copies spoirables sur
http://ww. nmmm ul i ege. be/ ensei gnenment / MATHOO013/ present ati on

i. Soient les vecteurs géométriquas= 2e; + e, b = & et c = 3e, — e3 ou {ey,e,e3} est une base
orthonormée de I'espace physiq#ie Veérifiez en calculant explicitement tous les produitsdiation

(anb)-[(bAc)A(cha)] = [a-(b/\c)]2

ii. Démontrez cette relation dans le cas générad,duiet c sont des vecteurs quelconquesle

Question I

Soit {vl, Vo, ..., vn} (n > 2) un ensemble de vecteurs linéairement indépendants dparce vectoriet.
Etudiez, en fonction du parametnel'indépendance linéaire des vecteurg wy, . ..,w, définis par
W1 =V1+Vp
Wy = Vi + Vi_1, ke{2,3,...,n}

Question I

Soit une base orthonormée;, e, es} et les vecteurs

X1 =lier+iey—2e;
Xo=lie1+ &
X3 = (1+i)ey+ 2ies

i. Déterminez la dimension du sous-espace vectBrggnéré par les vecteuxs, X, et xs.

ii. Déterminez une base orthonorméeRlet exprimez les vecteurs de cette base en fonction des vecteu
e, e etes.


http://www.mmm.uliege.be/enseignement/MATH0013/presentation

SOLUTION TYPE

i. Soita=2e;+e, b=e etc=3e,—e;00{ey, e, e3} est une base orthonormée de

c’est-a-dire, en introduisant I'expression des vectews.. ., w, en fonction des vecteurs
Vy, ..

I'espace physiqué& et la relation
(anb)-[(bAc)A(cha)] = [a-(b/\c)]2
On calcule successivement
anb=(2e;+e)Ney=2e;
brc=eN(3e—6)=—6
cha= (3ex—e3) A (2614 €)= —6e3— 28+ €
(bAC)A(cha)=—e A (—Bes—2e,+€1) = —6ey + 263
(anb)-[(bAC)A(cha)] =2e3- (—6ey+ 2e3) = 4
[a-(bA Q)" = [(2e1+e2)-(—en)]
de sorte que la relation donnée est bien vérifiée.

?—(-22=4

. Par application de la formule du double produit vectbrie

(XAY)AZ=Y(X-2) =X(y-2)
avecx=b,y=cetz=(cAa),ona
(bAC)A(cAa) :c[b- (C/\a)] —b[c- (C/\a)]
:c[b-(C/\a)]

ou on a tenu compte de I'orthogonalitée detc A a.
Dés lors, il vient

(aAb)-[(bAC)A(cha)] = (anb)- (c|b-[cnal] )
= (aAb)-c[b,c,a = [a,b,c]b,c,a]
= [a,b,c][a,b,c] =[a,b,c]* =[a- (bAC)]?

vu l'invariance du produit mixte en cas de permutation data.

Question I

Construisons une combinaison linéaire nulle des vecteuys. ., wy, Soit

AW1+AoWo+ ...+ Ao 1Wp1 +Apwp =0

-1Vn;

A1(Vi+Vn) +A2(V2+V1) +... +An-1(Vn-1+ Vn-2) +An(Va+Vn-1) =0

2

0.5 pt par résultat cor-
rect

Total i. : 3 pts

Connaissance de la
formule du double
produit vectoriel : 1 pt

cl(cna):1pt

Invariance du produit
mixte en cas de permu-
tation circulaire : 1 pt
Démonstration : 2 pts

Total ii. : 5 pts
ToTAL QI : 8 PTS

Concepts de vec-
teurs linéairement

indépendants/dépendants

2 pts



Oou encore

(A1 +A2)Ve+ A2 +A3)Va+ ...+ (An—1+An)Vn-1+ (A1 +An)va =0

Les vecteuryy, ..., vy etant linéairement indépendants, ceci n'est possiiesi Démonstration : 2 pts
()\1 +A=0
)\2 + )\3 =0
: ©)
)\n—l + }\n =0
c’est-a-dire si Conclusion correcte si
AM=-NA=N3=...= (—1)”‘1)\n et A= -\, elle a été correctement

Sin est impair, la vérification simultanée de = A, etA; = —A, n'est possible que si justifiée : 2 pts

A1 =A, =0, de sorte quax =0,k € {1, ...,n}. Dans ce cas, les vectews, ..., w, sont
linéairement indépendants.

Si n est pair, on peut trouver un ensemble de coefficianid\o, ..., An non tous nuls
vérifiant ), par exemple en choisissakt = (—1)¥, k € {1, ...,n}. Ceci montre que les
vecteurswy, ..., Wy sont lineairement dépendantssest pair. TOTAL Qll : 6 PTS

Question I

i. Ladimension du sous-espace vectoFiglenéré paxi, X, etxs est égal au nombre de Dimension = nombre
vecteurs linéairement indépendants parmi ces troi®uest Ce nombre est lui-mémede vecteurs linéai-

égal au rang de la matrice dont les colonnes sont formé&esahposantes rement indépendants :
: . 1pt
i I 0
X1 = i xo=11 x3= | 1+i
-2 0 2

des vecteurs dans la base orthonornﬁég e, e3} Ce calcul peut étre mené en  dinr rang de la ma-
amenant la matrice a une forme normale échelonnée parsuite d'opérations trice : 1 pt
eléementaires portant sur les lignes. |l vient succeasdre Principe de calcul du
rang, soit en réduisant
la matrice a une forme
normale échelonnée,
soit en  montrant
0 —i que le déterminant
1 i est nul et qu'une
i -1 matrice dordre 2
_j non singuliére peut
i étre extraite de la
0 matrice :1 pt

Pénalitt de 1 pt
Le rang de la matrice est égal a 2. Parmi les combinaisosities des vecteurssj égalité entre les
X1, X2 et X3, on ne peut donc trouver au maximum que deux vecteurs te/@ant matrices lors de
indépendants, ce qui signifie que la dimension du souscesgectorielr généré par ['échelonnage

i1 140 | e —l3)2

i i 0 1
[
-2 0 12 i

0
1 1+i
[

fz—)fz—ifl
f3—>€3—i€1

@3—)53—i€2

copRr ©COF

o+ O

X1, Xo etxz est égale a 2. Dimension der = 2 :
2 pts
Total i. : 5 pts



ii. Appliquons la procédure d'orthonormation de Gram-43dt pour construire une
base orthonormée de

Un premier éléement de cette base peut étre formé endimasit Principe = orthonor-
_ mation : 1 pt
. o ! Norme du premier
xixa= (- —i =2)| i | =1+1+4=6 vecteur : 1 pt
-2
_ Premier vecteur : 1 pt
X1 1 :
zZ1 = = —
X_]_TX]_ \/é _2
Poursuivant la procédure de Gram-Schmidt, on calculeitensu Deuxiéme vecteur =
T 3 pts (dont 1 pt pour la
y2 =x2— (71 x2)Z1 norme)
i i i
1 1 .
=|1|—-|—4(-I I =2){1]|—=| I
o) e o/ 8\
i v 6i — (1+1) —1+5i
1- ) 1 : 1 .
— (1 _TI | =zle-@+i | =g 5-i
0 -2 2—-2i 2-2i
On normey; pour trouver le second vecteur de base, c’est-a-dire
. S N 60 5
v2 y2=2=(—-1-5 5+i 2+2)| 5-i |=-(1+25+25+1+4+4)=__ ==
36 : 36 36 3
22
—1+5i —1+5i
ry— YZT _ \/§ e i oL | 5 Justification du
VY2'y2 56\ 5 o 2V15\ 5 o fait que la base ne

comporte que deux

Comme montré en i., le troisieme vecteur est linéairdnmd@pendant des deux elements :1 pt

premiers. La procédure d'orthonormation ne doit donceiees poursuivie. Le sous-

espace vectorigt étant de dimension 2, les deux vectenyret z, définis par Ecriture vectorielle
des vecteurs de base :
7 = 1 {iel tiey— 2e3] 2 pts, accordés si
V6 cohérent avec les com-
2= 1 [(_1+ 5i)er+ (5—i)ex+ (2— 2i)e3] posantes déterminées,
2V15 méme fausses

suffisent pour en former une base orthonormée. Pénalité de 2 pts si
un troisieme vecteur
de base est donné, que
celui-ci soit nul ou
faux
Pas de pénalité si
un troisieme vecteur
est calculé si celui-ci
est nul et nest pas
considéré comme
vecteur de base
Total ii. : 9 pts
ToTAL QIII : 14 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

Le respect des notations introduites dans le cours est tangot.a précision dans les
notations est un élément essentiel pour permettre dieglisr aisement la nature scalaire
ou vectorielle des opérandes et d’appliquer ainsi lelesegt propriétés appropriées.

D’une part, le produit scalaire entre des vecteurs de lesgdysique doit &tre noté
avec un point entre les deux vecteurs. Le point ne doit pare@as &tre utilisé pour noter
un produit entre deux grandeurs scalaires ou entre un sealaun vecteur. On écrira par
exemplea-b, (a-b)(a-b) et(a-b)c.

D’autre part, tous les vecteurs doivent étre soulignés dkss textes manuscrits et notés
en caracteres gras dans les textes imprimés. Les grandealaires ne doivent pas étre
soulignées.

i. Sile repére orthonormée;,e;, e3} dans lequel on travaille est orienté en sens direct,
le produit vectoriel de deux vecteurs de base est égal migmme vecteur si les deux
vecteurs se suivent dans un ordre correspondant a une ag¢ionicirculaire de 1-2-3
(soit 1-2-3, 2-3-1 ou 3-1-2) et a I'opposé du troisiemetear s'ils se suivent dans
un ordre correspondant a une permutation circulaire del3sdit 3-2-1, 2-1-3 ou
1-3-2). On a ainsi, par exemple,

LN =63, E/N\e =86

Cette regle simple permet de calculer aisément les piodeictoriels sans devoir
mettre en oeuvre un raisonnement s’appuyant sur une epedi®n géomeétrique des
vecteurs et la régle de la main droite.

ii. Onrappellera que le produit vectoriel de deux vectestsia vecteur perpendiculaire
a ceux-ci :aA b est perpendiculaire aetb.

Question Il

e Le respect des notations est indispensable. Tous les veasivent étre soulignés,
y compris le vecteur nul. Par ailleurs, quand on &enecteurs, ou une somme de
termes, sans connaitre la valeurrgél faut utiliser *..." pour remplacer les vecteurs
ou termes sous-entendus par I'écriture. On écrira dacexemplews, Wo, ..., Wp
etA W1 +AWo + ... + AqWh,.

e Un exemple ne constitue jamais une démonstration du c@s@éLes réponses dans
les can = 2 etn = 3 ne pouvaient pas &tre généralisées a tous j8rs ou impairs
sans démonstration.

e La définition de l'indépendance linéaire doit étreiteccorrectement, sans oublier
I'implication sur les coefficienta;, (i € {1,...,n}).
Les vecteursvy, ..., Wy sont linéairement indépendants lorsque

AWy +AoWo +...+ AW =0 = AM=A=...=A,=0

lls sont par contre linéairement dépendants si on peutvénoun ensemble de
coefficientsh, (i € {1,...,n}) non tous nuls qui permettent d’annuler la combinaison
linéaire desw;.



e Il ne suffit pas d’affirmer qu’un tel ensemble de coefficientsi € {1,...,n}) non

tous nuls existe. Il faut le prouver, la meilleure facon é@ef étant de donner
les valeurs de tels coefficients. Ici, dans le casnagst pair, les coefficientd; =
(1), (i € {1,...,n}) permettent d’'annuler la combinaison linéaire des

Question I

e Afin de déterminer la dimension du sous-espace vectBrgédnéré paKxy, Xo

etxs, il faut déterminer le nombre de vecteurs linéairemedépendants parmi
ces trois vecteurs. Ce nombre étant lui-méme égal audatematrice dont les
colonnes sont formées des composantes des 3 vectealglbanage de cette
matrice permet de répondre a la question posée.

Les matrices successives obtenues suite aux opératemsaires effectuées
ne sont pas égales entre elles, méme si certaines pgamp(@dmmme le rang) de
ces matrices sont conservées. On ne peut donc écrire Wbokydiégalité entre
ces matrices.

On pouvait aussi remarquer gMg = —ix; + ixo. Cette relation linéaire entre
les trois vecteurs ne permet cependant pas d'affirmer guenkengdion der est
égale a 2. Elle indique seulement que la dimension est ainma égale a 2.
Il reste a prouver que; etx, sont linéairement indépendants.

Dans une base orthonormée, le produit scalaire de deusursgtet z peut étre
calculé en faisant appel aux composantesz de ces deux vecteurs par

(X|z) =z'x=7"x

Lorsqu’on travaille dans un espace vectoriel complexeg ilaut par oublier de
conjuguer les composantes du deuxieme vecteur lors dgdi@tion du produit
scalaire.

De méme, la norme d’un vecteur se calcule suivant

[[X]|? = x*x = Xx

De fagon alternative a la formulation matricieléx, on peut calculer la
norme en prenant la racine carrée de la somme des carrésodekes des
composantes. Par exemple ici,

eall = /i + fi[2+ | — 212 = V6

Dans un espace vectoriel complexe, on veillera a ne paodeltravailler avec
les modules des composantes. Un tel oubli conduirait icéaultat incorrect

Ixall = \/i2+i2+ (-2)2 = V2

Comme montré au point ., la dimension®est égale a 2. La base orthonormée
recherchée ne comporte donc que deux vecteurs qui somiusbéa appliqguant
la procédure de Gram-Schmidtxa et x,. Si la procédure de Gram-Schmidt
avait été poursuivie et appliquée«g elle aurait conduit az = 0 auquel on ne
peut associer un vecteur unitaire et qui ne doit pas étsegoricompte dans la
construction de la base recherchée. Les vectgursz,, 0} ne constituent pas
une base de I'enveloppe linéaire considérée puisguoélsont pas linéairement
indépendants.

Il était explicitement demandé d’exprimer les vectewgsdse en fonction des

vecteurser, & etes. Il ne fallait donc pas se contenter de donner les compasante
des vecteurs de base.



