# LI EG = Novembre 2023

université MATHO0O013 - ALGEBRE

Prof. Eric J.M.DELHEZ EVALUATION FORMATIVE

Parmi les propositions ci-dessous, lesquelles décriveatbase orthonormée de I'enveloppe linéaire des
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On peut observer d’emblée que= —2x; de sorte que I'enveloppe linéaire des trois vecteurs estigue
a celle des seuls vectews et x3. Le vecteurx, peut donc étre ignoré dans la description de cette enpelop
linéaire.

Nous pouvons appliquer la procédure d’orthonormation adanGSchmidt pour construire une base
orthonormée de I'enveloppe linéaire des vectewrst xs.

Un premier élément de cette base peut étre formé endinasit
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Poursuivant la procédure de Gram-Schmidt, on calculeitensu
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Le calcul conduit donc a
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On obtient enfin le deuxieme vecteur de base en divigapar sa norme,
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forment une base orthonormée de I'enveloppe linéairg ge etxs.

L’enveloppe linéaire dey, x, etxz est un sous-espace vectoriel de dimension RHeuisqu’elle est décrite
par une base constituée de deux vecteurs. Si la procéduBeasin-Schmidt avait &té poursuivie et appliquée au
vecteurxy, elle aurait conduit §3 = 0 auguel on ne peut associer un vecteur unitaire et qui ne dsigfe pris
en compte dans la construction de la base recherchée. touper, les vecteurgz;, zo, 0} ne constituent pas
une base de I'enveloppe linéaire considérée puisquélsont pas linéairement indépendants.

Soit a, b etc, 3 vecteurs linéairement indépendamsquelle condition sur les parameétres 8 ety les
vecteursa+ ab, Bb — yc etc — a sont-ils linéairement indépendants ?
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Par définition de l'indépendance linéaire, les vectears ab, Bb — yc et ¢ — a sont linéairement
indépendants si

Al(a+0(b)+}\2(Bb—yc)+)\3(c—a) =0 = AM=A2=A3=0

La relation
Ai(a+ab)+Ax(Bb—yc)+Az(c—a)=0

peut étre exprimée sous la forme

a(A1—Az) +b(aA1+PBA2) +c(—YA2+A3) =0



Puisques, b etc, sont linéairement indépendants, celle-ci implique que

AM—A3=0
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La premiére équation conduit\a = A3. Profitant de cette relation pour élimines dans les deux dernieres

éguations, on obtient
OA1+PBA2=0

)\1 — y}\z =0
de sorte qua; = YA, et, reportant ce résultat dans la premiéere équation stiésye a 2 équations,

(ay+PB)A2=0

Si ay+ B # 0, on en déduit que le systeme possede la solution urligue A, = A3 = 0 et les trois
vecteurs considérés sont lineairement indépend&itsy+ 3 = 0, par contre, le systéme possede une infinité
de solutiongyA2,A2,yA2) non nulles. Dans ce cas, les vecteurs sont donc linéaitetépendants.

Notons que le méme résultat pourrait étre obtenu en rmontjue le déterminant de la matrice d’ordre 3
dont les colonnes sont formées des composantes des &epteppsés dans la basa b, c} est non nul si et

seulement sy + 3 # 0.

Laquelle des expressions ci-dessous exprime la sesepiilié‘du produit scalaire dans un espace vectoriel

complexe ?
n )

.
-

k_
n n
> Ukbk> = Z M (Ck[by)
=1 k=1

kkk (Ck[bK)

M:

=~
Il

1

Ak (Ck[by)

HM:
I
M

(Z?\kck
n

O AkC
(2,

n n n
O (Z NG| > Hkbk> = > Auk(cilbi)
&1 & &

B Aucune des réponses ci-dessus

[l
e

Aucune des réponses données ci-dessus n’est correesgailinéarité du produit scalaire dans un espace
vectoriel complexe s’exprime par
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ou, puisqu’on multiplie une somme de vecteurs par une aotrene de vecteurs, le résultat doit faire intervenir
deux symboles sommatoires avec des indices differentgilitation du mémek comme indice des deux
sommes dans le membre de gauche est ici source d’erreur enhflesion dans les differentes propositions.
Remarquons que les coefficients de la deuxieme somme d@irerconjugués quand ils sont mis en évidence.




On donne les 3 vecteus= e; + 3y, b = e, — e3 et ¢ = e, + e3 exprimés dans une base orthonormée
{e1, &, &3} de I'espace physique.

Que vauaA (bAcC)?
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En développant le double produit vectoriel, on a
an(bAc)=b(a-c)—c(a-b) = (e —e3)(3) - (e2+e3)(1)
puisque, les vecteuss, e, etes étant orthonormés, onep- ej = §;; et
a-c=(e1+3e) (e2+e3)=3 et ab=(e1+3e) (e1—€)=1

Finalement,
aN(bAc)=3e — e —4e;

On donne les 3 vecteus= e; + 3, b = e, — e3 et ¢ = e, + e3 exprimés dans une base orthonormée
{e1, &, €3} de I'espace physique.

Que vauta, b, c|?
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En développant le produit mixte, on peut écrire
[a,b,c]=(anb)-c
Remarquons que toute permutation circulaire des 3 vectemduit au méme résultat. On a
anb=(e1+3e) A(er—e3) = (a1 €1) +3(e2/€1) — (1A €3) —3(e2 A\ €3)
=0+3(—€) —(—&) —3a1 = —3e1+ & — 3e3

et, finalement,
(anb)-c=(-3e1+e—3e3) (&2 +63) =1-3=-2
puisque, les vecteurs, e, etez étant orthonormés, one- €; = gjj.

De fagon alternative, on peut obtenir le résultat en pgant le déterminant de la matrice d’ordre 3 dont
les colonnes sont formée des composantes des trois veatduet c dans la base orthonormée;, e;, e3}.



Que vaut le produit scalair|c) des vecteurs d'un espace vectoriel complexe dont les canfesdans
une base orthonormée sont
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Le produit scalairéb|c) des vecteurs donnés s’exprime sous forme matricielle par
i
cb=cb=(1 2—i i)[ —i
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ol on n'oublie pas de conjuguer les éléments du deuxigoteur intervenant dans le produit scalaire.

Simplifiez I'expression[c,b,c Ab] — 2 ¢- ¢ dans laquelleb et ¢ désignent des vecteurs orthonormés de
I'espace physiqué.
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Remarquons d’'abord que le résultat d’un produit mixte aungiiroduit scalaire est un nombre. Les réponses
proposées sous la forme d’un vecteur peuvent donc éartées d’emblée.

Puisque le produit mixte est invariant si on procéde a wmenptation circulaire des 3 vecteurs qui le
composent, on a

[c,b,cAb]—2c-c=[cADb,c,b]-2c.c= {(C/\b)/\C}-b—ZC-C
Le double produit vectoriel apparaissant dans cette esiorepeut étre développé et conduit a
{(C/\b)/\c}-b - {b(c-c) —c(b-c)}-b — (b-b)(c-c)— (c-b)(b-c) =1
puisque les vecteutset c sont orthonormeés, c'est-a-dire tels que=1,b-c=0eth-b=1.

Il vient finalement
[c,b,cAb]—2c.c=1-2=-1

Il est également possible d’évaluer I'expression denti@ne autre fagon en calculant
[c,b,cAb]—2c-c=(cAb)-(cAb)—2c-c=|[cAbl|?~2c.c=1-2c.c=1-2=—1

puisque les vecteutset c étant orthonormés, onjip|| = ||c|| = 1 et||cAb]| = ||b]|||c| sin(Tt/2) = 1.
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Sous quelles conditions nécessaires et suffisantgs By € R? I'espace
E={(xy,2) € R®:x+Py+3z=a}

est-il un sous-espace vectoriel Bé?
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Oa#0etp=0 B o =0 etf3 quelconque
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E constitue un sous-espace vectorielRfea la double condition qu'il soit non vide (qu'il contienne a
moins le vecteur nul) et qu'il contienne les combinaisongdires de ses éléments.

e Un sous espace vectoriel doit toujours contenir le vectelfabtenu en prenant une combinaison linéaire
nulle de n’importe quel couple de ses vecteurs). Nous paudonc en conclure gu'il est nécessaire que
a = 0 puisque ce n'est que pour cette valeuodgue le vecteur nul0,0,0) appartient &.

e La conditiona = 0 est également suffisante. D’'une p&f,0,0) appartient alors &. D’autre part, on
montre comme suit que contient toutes les combinaisons linéaires de ses @ltsnsen = 0.

Soit (x1,Y1,21) et (Xg,Y¥2,2), 2 vecteurs appartenant & et vérifiant doncx; + By; + 3z = 0 et
X2 + By2 + 32 = 0. En considérant une combinaison linéaire de ces vegtearobtient

A1(X1,Y1,21) +A2(X2,¥2,22) = (A1X1 + A2Xo, A1y1 + A2y2,A 121 + A22p)
Les composantes de cet élementRievérifient
(Aaxy +A2%2) + B(Aryr +A2y2) + 3(A 121 +A222) = Ay (X1 + By1 +3z1) +A2(X2 + By2 +322) =0

de sorte que la combinaison linéaire appartieht a

En conclusionE constitue un sous-espace vectorielRfessia = 0.



