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Déterminez une base orthonormée de I'enveloppe lieé&dés vecteurs de I'espace vectometlont les
composantes dans une base orthonormée sont

1 -1 1 A
x1=|-11, xo=1 11, x3=1|-2]1, xa= 1 3
1 -1 0 -1

Question I

i. Soient trois vecteurs géométriquesh etc non nuls. Montrez que
[(bAC)A(anb)]-(anc)

est nul si et seulement si les trois vecteairb et c sont coplanaires.

ii. Si a, b etcsontlinéairement indépendants, les vecteuisc, 3a— b etb — 2c sont-ils linéairement
indépendants ? Justifiez.
11
A =
(0 o)

iii. Soit
et
F={XecR5:AX=XA}

(a) Montrez quer est un sous-espace vectoriel de I’enserﬂitgeies matrices réelles d’'ordre 2.
(b) Déterminez la dimension deet trouvez une base de



SOLUTION TYPE

Soit
1 -1 1 -2
x1=|-1]1, x2=1 11, x3=|-2]1, xa=1 3
1 -1 0 -1

Pas de pénalité si la
procédure
est appliquée aux 4

On peut observer d’'emblée gue= —x; de sorte que I'enveloppe linéaire des 4 VeCcteurs, touirs

est identique a celle des seuls vecteurss etx4. Le vecteuix, peut donc étre ignoré dans
la description de cette enveloppe linéaire.

Nous pouvons appliquer la procédure d'orthonormation danmGSchmidt pour
construire une base orthonormée de I'enveloppe lingkisevecteurss, x3 etxg.

Un premier élément de cette base peut étre formé endinasit

1
27 = — ol xiTxa=(1 -1 1)[-1]|=3
\/xlTxl 1
soit
1 11
z21=—=| —
V3l g

Poursuivant la procédure de Gram-Schmidt, on calculeitensu

y2=x3— (21'x3) 21

ou
1 1
T
721" =—(1 -1 1| -2|=v3
173 \/:3)( ) 0
Le calcul conduit donc a
1 \/.\3) 1 0
ya=|-2|-—%=[-1]=|-1
0 \/é 1 -1

On obtient ensuite le deuxieme vecteur de la base orthd®an divisany, par sa norme,

y2

Vv Y2TY2

Z =

ou
0
y2y2=(0 -1 -1)[-1]=2
-1
de sorte que
1 01
Z —_ p—

sans remarquer leur
dépendance linéaire.

Principe = recours a
I'orthonormation : 1 pt

Formules/procédure
d’orthomormation

3 pts (Ensuite, les
points sont attribués
uniquement

si les valeurs exactes
sont fournies)

Premier vecteur de

base : 2 pts

Deuxiéme vecteur de
base : 3 pts



Poursuivant la procédure de Gram-Schmidt, on calculeitensu

Y3 =X4— (ZlTX4) 71— (ZzTX4) z

ou
1 —2 6
T
271 x4=—(1 -1 )| 3 |=—-—=-2V3
174 \/§( ) 1 /3
et
1 -2
T
Zo'xag=—(0 -1 -1)[ 3 | =-V2
2 %4 \/é( ) 1
_ . Nombre correct de
Le calcul conduit donc a vecteurs dans la base -
-2 1 0 0 1pt
ya=| 3 |+2(-1|+[-1]=10
-1 1 -1 0

Ce vecteur nul nous indique que les 3 vecteursxs et x4 ne sont pas linéairement
indépendants. Leur enveloppe linéaire est un sous-esatoriel de dimension 2 d&?. Pénalité de 2 pts si un

En conclusion, les vecteurs vecteur nul fait partie

de la base
1 l1 et 01
z1=—| — Zp=—| —
BRVE V2
1 -1
forment une base orthonormée de I'enveloppe linéaireveeteurs donnés. aTAaL QI : 10PTS

Question Il
Application

correcte de la formule

i. En appliquant la propriété du double produit vectoriel du  double produit

XA(YAZ)=(X-2)y—(X-Y)z vectorl:el 12 pts .
Produit vectoriel
avecx=bAc,y=aetz=b,ona perpendiculaire  aux

deux vecteurs

(bAc)A(anb)={(bac)-bja—{(bAc)-ajb multipliés : 1 pt
=0-{(bAc)-a}jb Identification ~ d'un
= —[a,b,c|b produit mixte : 1 pt

ou les simplifications ont été réalisées en tenant ¢emmi ce que le produit vectoriel
est perpendiculaire aux deux vecteurs multipliés et que feconnait efb Ac) - a
le produit mixte[b,c,a] = [a,b,c| par permutation circulaire.

Dés lors, I'expression proposée peut s'écrire sousriado Démonstration — avec
utilisation correcte des
[(bAc)A(anb)]-(anc)=—[ab,cb-(anc) propriétés des produits
=[a,b,c]b-(cAra) mixte, vectoriel et
=[a,b,c]? scalaire : 1 pt

ol on a tenu compte du fait que le produit mixte change deesim cas de
permutation anti-circulaire des 3 vecteurs ou, de facquivalente, de l'anti-
commutativité du produit vectoriel.
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La proposition de I'enoncé s’en déduit aussitdt puesdg produit mixte[a, b, c|
de trois vecteurs est nul si et seulement si les trois vesteant linéairemen

dépendants ce qui, d'un point de vue géométrique, signjifie les trois vecteurs

sont coplanaires.

ii. Par définition de I'indépendance linéaire, les vecsa+ ¢, 3a—b etb — 2c sont

linéairement indépendants si
A(a+c)+Ax(3a—b)+A3(b—2c)=0 = AM=A=A3=0

La relation
A(a+c)+A2(3a—b)+A3(b—2c)=0

peut &tre exprimée sous la forme
a()\l + 3}\2) + b(—}\z + }\3) + C(}\l — 2)\3) =0

Puisques, b etc, sont linéairement indépendants, celle-ci implique que

AM+3\=0
—A2+A3=0
AM—2A3=0

La deuxiéme et la troisieme équation donnent respautveA, = Az etA; = 2A3,
de sorte que, en substituant dans la premiéere équatiasht@nt 5\3 = 0.

On en conclut que ce systeme posséde la solution uigeei, = A3 = 0 et que
les trois vecteurs considérés sont linéairement iadéants.

On peut également raisonner sur base des composantesctigseonsidéres.

t point

Notations correctes :
vecteurs soulignés,
du  produit
Scalaire, ... : 1 pt

CNS d’annulation du
produit mixte : 1 pt
Conclusion
géomeétrique : 1 pt
Total i. : 8 pts

Connaissance de la
définition générale de
l'indépendance
linéaire : 1 pt

Mise en oeuvre dans le
cas particulier étudié :
1pt

Les vecteurs, b et c étant linéairement indépendants, ils constituent waselne alternative :

leur enveloppe linéaire. On peut donc former une matiea disposant en colonnesJustification

les composantes dans cette base des veaeucs3a— b etb — 2¢, soit

1 3 0
A=10 -1 1
1 0 -2
dont le déterminant
1 3 0
detA=|10 -1 1|=5#0
1 0 -2

Les vecteurs donnés sont donc linéairement indépesdant

Utilisation de

I'hypothése : 1 pt

Systeme pour led; :

1pt

Conclusion (si

justifiée) : 1 pt

Total ii. : 5 pts

Pour la méthode
de la

base : 2 pts
Construction de la
matrice des
composantes : 1 pt
Valeur du déterminant
oudurang : 1 pt

Conclusion correcte :
1pt

Total ii. (Méthode
alternative) : 5 pts



iii. Soit
11
Ao
F={XeRZ:AX=XA}

(a) F est un sous-espace vectorielgcar F est non vide : 2 pts,
e F est non vide : la matrice nulle d’ordre 2 appartieidt guisque dont 1 pt pour I'énoncé
de la propriété et 1 pt
pour la démo.
e F contient les combinaisons linéaires de ses élements. F contient les
Considérons; etX, appartenant &. Ces deux matrices vérifient donc ~ combinaisons linéaires
de ses éléments : 3 pts,

et

A0=0=0A

AX1=X1A et AXo=X5A dont 1 pt pour I'énoncé
de sorte que, quels que soienet3 € C, de la proprlete et 2 pts
pour la démo.
X1+ PXo €F
puisque
A(aX1+BX2) = aAX; + BAX, = aX1A + BX2A = (aX1 + BX2)A Total (a) : 5 pts

(b) Les matricesX appartenant & sont telles que

(o o) (¢ a) = (¢ 0)fo o)

ou encore, en effectuant les produits matriciels,

at+c b+d) [a a
0 0 ) \cc

de sorte que

a+c=a
b+d=a
c=0
Elles sont donc de la forme Forme générale des
. bid b matricesX deF : 2 pts
-\ 0 d

Toutes ces matrices s’expriment en fonction de deux pdramét peuvent
s’obtenir comme combinaison linéaire des matrices Identification  d’'une

5 1 1 o B 1 0 base correcte : 2 pts

t7\o o 2=\o 1

En effet, Démonstration de

<b+d b> _ b<1 1> N d(l 0> caractére  générateur

0 d 00 01 de cette base : 1 pt
Les matrice3; et B, sont €galement linéairement indépendantes puisque Démonstration de
l'indépendance
M(E ) gt O) = (Pathe A _ (000 lnbaare. - 1 pt
o o)™ o 1)\ 0o )7 \0 0 P

impliqgueA; = A, =0. Dimension de : 1 pt
Les matricesB; et B, constituent donc une base Hejui est dés lors un sous-
espace vectoriel d&2 de dimension 2. Total (b) : 7 pts

Total iii. : 12 pts
5 ToTAL QIl : 25 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

e |l n'est pas nécessaire de vérifier si des vecteurs soeailiement indépendants
avant de leur appliquer la procédure de Gram-Schmidt. Siviecteurs sont
linéairement dépendants, la procédure conduit a nginstun ou plusieurs vecteurs
nuls qui doivent simplement &tre écartés; ces vecteuls me font évidemment
pas partie de la base orthonormée recherchée. En poamsigvprocédure jusqu’a
épuisement de la liste des vecteurs donnés, on obtienbase orthonormée qui
comprend dans ce cas moins de vecteurs que le nombre irgtiaateursj.e. la
dimension de I'enveloppe linéaire des vecteurs initiasbirgérieure au nombre de
ces vecteurs. Dans I'exercice de cette évaluation, quateurs sont donnés mais
la base orthonormée ne comprend que deux vecteurs, cedilienque I'enveloppe
linéaire de ces vecteurs est un sous-espace vectorit de dimension 2.

Néanmoins, quand, comme ici, un vecteur est manifestemeitiple d’'un autre
vecteur k» = —x1), la procédure peut évidemment étre appliquée entauar
d’emblée I'un de ces deux vecteurs.

¢ |l est impératif de respecter les notations et de ne paodné les vecteurs et leur
représentation matricielle dans une base donnée.
Les vecteurs sont indiqués en gras dans les textes impiingont soulignés dans
les textes manuscrits. Les matrices (colonnes) ne sontqudigrgees. Autant que
possible, on essayera d'utiliser des notations permet@amlistinguer les matrices
des vecteurs. Dans un texte manuscrit, on écrira donc
X1 X1

21:| =

|Xq ] B (X1]%1)

guand on veut désigner des vecteurs et
X1 X1

Zl = = —
[l Vxaxa

pour désigner des matrices et des opérations matrigielle
L'énoncé impliquant des matrices colonnes, il convedditrire

1 1
z1=| -1 etnonpas z; = | -1
1 1

DansC?, ensemble des matrices-colonnes a 3 composantes, leitpsodlaire de
x etz s’écrit et se calcule en formantx = z'x. Par contre, on ne peut utiliser la
notationz‘x pour exprimer le produit scalaire des vectexiet z. Dans ce contexte
vectoriel, on doit écriréx |z). Rappelons que I'écriture- z est réservée au produit
scalaire de vecteurs géométriques.

e Les erreurs de calcul dans ce type d’exercice peuvent &tikerihent détectées en
vérifiant que les vecteurs de base obtenus sont bien @siteirorthogonaux deux a
deux.



Question Il

i. e L'@noncé a démontrer est construit autour d’une doirlglication. Il ne faut
donc pas se contenter de démontrer que I'expression doestenulle si les
vecteursa, b et c sont coplanaires mais aussi demontrer la réciproquay@irs
gue l'annulation de I'expression implique gagb etc sont coplanaires. Pour ce
faire, il est utile de commencer par simplifier I'expressppoposée.

e Lerespect des notations introduites dans le cours est targoEn particulier, il
est indispensable de souligrteusles vecteurs, de ne pas souligner les scalaires
et de réserver le point aux produits scalaires entre vectg@ométriques. La
précision dans les notations est un éléement essentielj@omettre de distinguer
aisement la nature scalaire ou vectorielle des opéragtd#appliquer ainsi les
regles et propriétés appropriées.

Par exemple, I'expressioje- (aA b)]b est un vecteur obtenu en multipliant le
vecteurb par le scalairéc- (aAb)]. Le fait d’introduire par erreur un point entre
le scalaire et le vecteur en écrivant

[c-(anb)]-b

conduit a une expression qui n'a aucun sens. Certains ap@nclant jusqu’a
déduire, a tort, que cette expression est nulle parce gueetteurb est
perpendiculaire au produit vectorialn b alors que I'expression entre crochets
ne désigne pas un vecteur mais un scalaire.

e La connaissance des produits scalaire, vectoriel et mixtie deurs propriétés
est indispensable. En particulier, 'annulation de ceslpits n’a pas seulement
lieu si 'un des vecteurs multipliés est nul. Le produitlaga s'annule aussi si
les deux vecteurs sont perpendiculaires, le produit viettsils sont paralleles
et le produit mixte si les 3 vecteurs sont linéairementesielants.

ii. e La définition de l'indépendance lingaire doit étre ifecicorrectement, sans
oublier I'implication sur les coefficients, Ay, ..., An.
Les vecteursy, ..., X, sont linéairement indépendants lorsque

AX1+AXo+ ...+ AXn =0 = AM=MA=...=A,=0

Notons aussi que le second membre de la premiere égslité gecteur nub
et pas le scalaire 0. Les élements apparaissant de paeuttedd’'une égalité
doivent toujours avoir la méme nature.

e Laréécriture de

A1(a+c) +A2(3a—b) +Az(b—2¢) =0
sous la forme
[)\13.— Aob — 2)\3C)] + [)\1C—{— 3\a+ )\3b] =0

ne permet pas de conclure directement fiie- A, = Az = 0 en se basant sur le
fait que chacune des expressions entre crochets est nali@e€t évidemment
pas forcément la cas.

iii. (@) e Un ensemble constitue un sous-espace vectoriel d’'un espanteriel E
s'il est non vide et contient les combinaisons linéairessde éléments.
Ce sont les seules propriétés a vérifier parmi celldmidéant un espace
vectoriel car, dans le cas d’un sous-espace vectoriel rtgwiptés requises
des opérations (associativite, distributivité, contativite) découlent des
propriétés correspondantes valables dans I'espacerigct
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(b)

Pour montrer qu'un ensemble est non vide, il faut en donneelament
et justifier que cet éléement appartient bien a I'ensemblae suffit pas
d’'affirmer que I'ensemble est non vide sans aucune jusiificat

Pour justifier qu’'un ensembl® contient les combinaisons linéaires de ses
élements, il faut le demontrer en envisageant une caagmn linéaire tout a
fait générale. On peut également considérer sépareone somme de deux
élements et un multiple d’'un élément mais la vérificatd'un seul aspect
(somme ou multiple) ne suffit pas.

La dimension d& se déduit du nombre d’é€léments dans une base de
fallait donc commencer par identifier une telle base.

La base recherchée doit évidemment étre constituélérdénts d&, c’est-
a-dire de matriceX € R3 telles queAX = XA,

En particulier, les matrices

10 01 00 ot 00
0 0)° \0 0)’ 10 01
ne peuvent constituer une baserFdauisqu’'aucune d’elles n'appartienFa

Pour que des élements constituent une bask ilidoivent étre linéairement
indépendants et générateursFd€es deux propriétés doivent étre vérifiées.



