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Parmi les propositions ci-dessous, lesquelles décriveatbase orthonormée de I'enveloppe linéaire des
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On peut observer d’emblée que= —2x; de sorte que I'enveloppe linéaire des trois vecteurs estigue
a celle des seuls vectews et x3. Le vecteurx, peut donc étre ignoré dans la description de cette enpelop
linéaire.

Nous pouvons appliquer la procédure d’orthonormation adanGSchmidt pour construire une base
orthonormée de I'enveloppe linéaire des vectewrst xs.

Un premier élément de cette base peut étre formé endinasit
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Poursuivant la procédure de Gram-Schmidt, on calculeitensu
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Le calcul conduit donc a
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On obtient enfin le deuxieme vecteur de base en divigapar sa norme,
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forment une base orthonormée de I'enveloppe linéairg ge etxs.

L’enveloppe linéaire dey, x, etxz est un sous-espace vectoriel de dimension RHeuisqu’elle est décrite
par une base constituée de deux vecteurs. Si la procéduBeasin-Schmidt avait &té poursuivie et appliquée au
vecteurxy, elle aurait conduit §3 = 0 auguel on ne peut associer un vecteur unitaire et qui ne dsigfe pris
en compte dans la construction de la base recherchée. touper, les vecteurgz;, zo, 0} ne constituent pas
une base de I'enveloppe linéaire considérée puisquélsont pas linéairement indépendants.

Simplifiez I'expression|c,b,c Ab] — 2 ¢- ¢ dans laquelleb et ¢ désignent des vecteurs orthonormés de
I'espace physiqué.
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Remarquons d'abord que le résultat d’'un produit mixte aungiroduit scalaire est un nombre. Les réponses
proposées sous la forme d’un vecteur peuvent donc éantees d’emblée.

Puisque le produit mixte est invariant si on procede a wmnptation circulaire des 3 vecteurs qui le
composent, on a

[c,b,cAb]—2c-c=[cADb,c,b]-2c.c= {(C/\b)/\C}-b—ZC-C
Le double produit vectoriel apparaissant dans cette esiorepeut étre développé et conduit a
{(C/\b)/\c}-b = {b(c.c) —c(b-c)}-b — (b-b)(c-¢)— (c-b)(b-c) =1

puisque les vecteutset c sont orthonormeés, c'est-a-dire tels que=1,b-c=0eth-b=1.



Il vient finalement
[c,b,cAb]—2c.c=1-2=-1

Il est également possible d’évaluer I'expression dentf@ne autre fagcon en calculant

[c,b,cAb]—2c-c=(cAb)-(cAb)—2c-c=|cAb||?~2c.c=1-2c.c=1-2=—1

puisque les vecteutset c étant orthonormés, onjip|| = ||c|| = 1 et||cAb]| = ||b]|||c| sin(T}/2) = 1.

Laquelle des expressions ci-dessous exprime la sesepuilié ‘du produit scalaire dans un espace vectoriel
complexe?
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Aucune des réponses données ci-dessus n’est correctesgjailinéarité du produit scalaire dans un espace
vectoriel complexe s’exprime par

(Zxkck‘ ZMm) = ZZ}\kH(Ck’bl)

ou, puisqu’on multiplie une somme de vecteurs par une sotrene de vecteurs, le résultat doit faire intervenir
deux symboles sommatoires avec des indices differentsaRgions que les coefficients de la deuxieme somme
doivent étre conjugués quand ils sont mis en évidence.

Que vaut le produit scalair@|c) des vecteurs d'un espace vectoriel complexe dont les canpeEsdans
une base orthonormée sont
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Le produit scalairéb|c) des vecteurs donnés s’exprime sous forme matricielle par

1
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=i+(A+2)(1+)+1-2i=i+1+2+i-2+1-2=2i

ou on n'oublie pas de conjuguer les élements du deuxignteur intervenant dans le produit scalaire.



On donne les 3 vecteus= e; + 2e3, b = e, — e3 et ¢ = e, + e3 exprimés dans une base orthonormée
{e1, &, e3} de I'espace physiqu&. Que vau A (b Ac)?
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En développant le double produit vectoriel, on a
an(bAac)=b(a-c)—c(a-b)= (e —e3)(2) — (&2 +&)(—2)
puisque, les vecteuss, e, etes étant orthonormés, onep- ej = §;; et
ac=(e+2x) (+e)=2 et ab=(g+2&) (g—)=-2

Finalement,

Soita, b etc, 3 vecteurs linéairement indépendam\!tsluelle condition sur les parametre®t 3 les vecteurs
a+b, ab — cetc— PBasont-ils linéairement indépendants ?
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Par définition de I'indépendance linéaire, les vectaurd, ab — c etc— Basont lineairement indépendants
Si
A1(a+b)+Ax(ab—c)+Az(c—Pa)=0 = AM=NA=A3=0

La relation
Ai(a+b)+Ax(ab—c)+Az(c—Ba)=0

peut étre exprimée sous la forme
a()\]_ — B)\g) + b()\l + (X)\z) + C(—)\z + )\3) =0

Puisques, b etc, sont linéairement indépendants, celle-ci implique que

AM—BA3=0
AM+0A=0
—A2+A3=0

La derniere équation conduit\a = A3. Profitant de cette relation pour éliminey dans les deux premiéres
équations, on obtient

AM—BA2=0
AM+0A=0

Sia # —[, on en déduit que le systeme posséde la solution unigue A, = A3 = 0 et les trois vecteurs
considérés sont linéairement indépendantst Si—f3, par contre, le systeme possede une infinité de solutions
differentes de la solution triviale; = A, = A3 = 0. Dans ce cas, les vecteurs sont donc linéairement dapend
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Soit E; un sous-espace vectoriel Beetu un vecteur constant de A guelle condition
Eu={x=u+yy€eE}

constitue-t-il un sous-espace vectorielki2
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E, constitue un sous-espace vectoriellda la double condition gu’il soit non vide et qu'il contientes
combinaisons linéaires de ses éléments.

e Soitu-+y; etu+vys (y1,Y2 € E1) deux vecteurs dE,. On a, en considérant une combinaison linéaire de
ces vecteurs,

a(u+y1)+Bu+yz) = (a+P)u+ayi+py2 =u+ [ays+py2+ (o +B—1)u]

ouay; + By2 € E; puisque,E; étant un sous-espace vectoriel, il contient les comlonaidinéaires de
ses élements. Par ailleu(s; + 3 — 1)u est aussi un vecteur dg quels que soiert et ssiu € E;.

Onadona(u+y1)+PB(u+yz) € E; ssiu € E;.
e Dans le cas o € E;, —u € E; et 'espaceE, n'est pas vide puisqu'’il contient en particulier le vecteur
nul 0 = u— u (selon la définition dé&, avecy = —u).

En conclusionE, constitue un sous-espace vectorieEdssiu € E;.



