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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire ¢ garivotre compréhension du cours
d’Algébre. Il est purement facultatif. Les résultatsnb@u mauvais, ne seront en aucun cas pris
en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilvest conseillé de vous placer autant que
possible dans les conditions d’une interrogation normaé@ondez aux questions seuét sans
interrompre votre travail. Ce test devrait pouvoir étealisé dans un délai maximum de deux
heures.

Rédigez vos réponses aux deux questions sur des feudpasées.

Si vous ne répondez pas a une question, rendez une felaifiete.

Indiquez votre nom eMAJUSCULES et votre prénom en minuscules dans le coin supérieur
gauche de chaque feuille.

e Les copies seront reprises lors du cours théoriquéOdwovembre.

Des conseils pour une bonne présentation des copies spoiiles sur
www. mmmm ul i ege. be/ ensei gnenent / MATHO013/ present ati on

Déterminez une base orthonormée de I'enveloppe lia@hs vecteurs;, x, etxs de C* donnés par
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Question

i. Des vecteursy, ai, ay, ... a, d’'un espace vectorid de dimensiorN sont ditsaffinement indpendants
lorsquea; — ag, a2 — ap, - . . ,an — @g Sont linéairement indépendants.

(a) Déterminez le nombre maximum de vecteurs affineme@pieddants dg.

(b) Montrez que, sia, a1, az, ag sont affinement indépendants et(si— ayg) n'appartient pas a
I'enveloppe linéaire des vecteufsy — ap), (a2 — &), (az — ap), alors ap, a1, a, as, a sont
affinements indépendants.

ii. Simplifiez au maximum I'expression
(anb)rna+(bra)Ab|-(a+Db)

siaetb sont des vecteurs unitaires mutuellement orthogonauxedpdce physiqué.
iii. L'ensemble des matrices normales d’ordreonstitue-t-il un sous-espace vectoriel@g? Justifiez.
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SOLUTION TYPE

Remarquons tout d’abord que = ix; de sorte que I'enveloppe linéaire des vecteurBas de pénalité si la

donnés est aussi celle des seuls vecteuet x3 (Ou x2 etxs).

Nous pouvons appliquer la procédure d’orthonormation danGSchmidt pour

construire une base orthonormée de I'enveloppe lingkisevecteurs

Un premier élement de cette base peut étre formé endinasit
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Poursuivant la procédure de Gram-Schmidt, on calculeitensu

y2 =x3— (21"%3)z1 = x3 — (Z1' x3)21
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On obtient enfin le deuxieme vecteur de base en divigapar sa norme,e.

y2
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procédure est appli-
quée correctement aux
3 vecteurs

Principe = recours a
I'orthonormation : 1 pt

Formules/procédure
d’orthomormation

3 pts (Ensuite, les
points sont attribués
uniquement

si les valeurs exactes
sont fournies)

Norme dex; : 1 pt
Premier vecteurz; :
2 pts

Deuxiéme vecteuts :

4 pts

(dont 1 pt pour la
valeur dezi'x3 et 1 pt
pour la norme dg,)



de sorte que
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Les vecteurs
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Z1 == . 79 = ——
Toli) T av3| -1
i 1-2i Conclusion : 1 pt
forment une base orthonormée de I'enveloppe linéairevdeteurs donnés. TOTAL QI : 12PTS

Cette enveloppe linéaire est donc un sous-espace véateriimension 2 d®*. Si la
procédure de Gram-Schmidt avait été appliguée aux &uesxy, x2, x3 donnés, elle aurait
fourni deux vecteurs orthornormés et un vecteur identigere nul. Pas de point pour cette

Question I

remarque

(a) Lespace vectorigt étant de dimensiol, il contient au maximunN vecteurs

linéairement indépendants et ddde- 1 vecteurs affinement indépendants.  Total (a) : 2 pts

(b) Les vecteursy, a1, az, ag eta sont affinement indépendantsagi— ag, a, — ag,

az — ap eta— ag sont linéairement indépendants, c’est-a-dire si Expression
mathématique de la
A1(aq — ag) +A2(a — @) +A3(az — @) +A(a—a9) =0 thése : 2 pts

:>)\1:)\2:)\3:)\:O

De
M (2 —ag) +A2(a2 — ag) + A3(as —ag) + A(@a—ag) =0 (W)

on déduit d’'abord qu& = 0. En effet, s'il n’en était pas ainsi on pourrait &crireUtilisation de I'hypo-
thése sufa—ap) : 1 pt
A2 A3

(a1 —ap) )\ (az—ao)—y(as—ao)

A

(@a—a0) = —~

ce qui doit étre écarté puisque, par hypoth&se;- ap) n'appartient pas a

I'enveloppe linéaire des vecteuf@ — ap), (a2 — &), (a3 — ao).
Tenant compte du résultat= 0, I'expression &) devient

A1(ag—ag) +A2(a2 —ag) +Az(az—ap) =0

Cette relation ne peut étre vérifiee quasi= A, = A3 = 0. En effet, les vecteurs Utilisation
ag, &, a» et ag sont affinement indépendants, c'est-a-dire tels aue ag, de I'hypothése suag,
a, — ap etag — ap sont linéairement indépendants. Deés lors, ay, a etag : 1 pt

Al(al—ao)—i-)\z(az—ao)+}\3(&3—ao) =0=>A=Ar=A3=0

Conclusion : 1 pt
En conclusion, les vecteuas, a;, &, ag eta sont bien affinement independants.total (b) : 5 pts

Total i. : 7 pts



ii. En exploitant la formule du double produit vectoriel, an

[(a/\b)/\a%—(b/\a)/\b} -(a+b)
[ a(b-a)+a(b-b) —b(a b)]-(a+b)
(b+a) (a+b)=(b-a)+(a-a)+(b-b)+(a-b)

puisquea etb étant unitaires,
=laP=1 et b-b=|b|*=

et,a etb étant orthogonaux,
a-b=b-a=0

s'il est non vide et s’il contient les combinaisons lineside ses élements.

L'ensemble est bien non vide puisgu’il contient au moins &noe nulled € C} qui

est normale puisque
00" =0=0%

Veérifions maintenant s’il contient bien les combinaisoin€adires de ses élements.
Considérons les matrices normakest B € CJ, et vérifions si la matricetA + BB est

normale pour toutr, B € C, c’est-a-dire si
(aA+BB)*(aA+BB) = (aA+BB)(aA+BB)"
D’une part, on a
(aA +BB)*(aA +BB) = (GA* +BB*)(aA + BB)
— GaA*A +0BA*B + BaB*A+ BRB*B
D’autre part, on a
(aA+PBB)(aA+BB)* = (aA +BB)(aA* + BB*)
= aO0AA* + BaBA* + apAB* + BBBB*
— adA*A + BaBA* + apAB* + BBB*B
ou il a été tenu compte de
B*B

AA*=A"A et BB*=

iii. L'ensemble des matrices normales d’ordreonstitue un sous-espace vectorielitfe

()

Connaissance de
la formule du double
produit vectoriel : 1 pt

Utilisation

de I'hypothése sur les
normes : 1 pt
Utilisation
I'hypothése
d’orthogonalité : 1 pt

de

Valeur exacte 1 pt

Notations  correctes
(vecteurs  soulignés,
scalaires pas
soulignés, utilisation
du point pour les seuls
produits scalaires,

doubles barres des
normes : 1 pt
Total ii. : 5 pts

Deux conditions
a remplir (annoncées
ou mises en pratique) :
1pt

Donnée

justifiée d’'un élément
de 'ensemble : 1 pt
Expression

mathématique correcte
de la thése : 1 pt

Développements
corrects : 1 pt

des
de

Utilisation
hypothéses
normalité : 1 pt



En injectant ces expression dars)(on aboutit a la condition
GB(A*B — BA*) +aB(B*A—AB*) =0
gui ne peut étre rencontrée quels que saieat 3 que si Condition a remplir :
1pt
A*B = BA*

Cette condition n'est pas toujours vérifiee comme le neoér contre-exemple
constitué des matrices

0 1 0 -1
A:<1 o) et B:<1 o)

Ces matrices sont, respectivement, symétrique et amésigue, donc normales. On Contre-exemple : 1 pt

calcule aisement
sn_ (0 1\ /0 -1\ (1 O
ve=(3 o) 0)-(6 %)

. (0 —1\/0 1 -1 0 .
BA:(l 0><1 o>:<o 1>7EAB

En vertu du raisonnement précédent, les combinaisoaaities de ces deux matrices
ne seront donc pas toujours normales. En particulier, lebgmerson linéaire

00
c-ave- (2 9)

et

n'est pas normale puisque Tous les points de la
question sont attribués
CCH = (0 O) (O 2> _ (0 0) si I'étudiante donne
2 0/\0 0 seulement un contre-
exemple correct de
) 0 2N/0 0 4 0 deux matrices
CC= = normales dont une
0 0/)\2 O o .
combinaison linéaire
n’est pas normale.

alors que

L'ensemble de matrices normales d'ordrene constitue donc pas un sous-espace

vectoriel deCy. Conclusion : 1 pt
Total iii. : 8 pts
ToTAL QII : 20 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

e |l n'est pas nécessaire de veérifier si des vecteurs sailiament indépendants avant
de leur appliquer la procédure de Gram-Schmidt. Si lesewestsont linéairement
dépendants, la procédure conduit & construire un ouepiiss vecteurs nuls qui
doivent simplement &tre écartés : ces vecteurs nuls meédddemment pas partie
de la base orthonormée recherchée. En poursuivant l&guoe jusqu’a épuisement
de la liste des vecteurs donnés, on obtient une base orthéeoqui comprend
dans ce cas moins de vecteurs que le nombre initial de vecteurda dimension
de l'enveloppe linéaire des vecteurs initiaux est iEf@re au nombre de ces
vecteurs. Dans I'exercice de cette évaluation, troisergstsont donnés mais la base
orthonormée ne comprend que deux vecteurs, ce qui indigeiéenveloppe linéaire
de ces vecteurs est un sous-espace vectoriel de dimensoR?2 d

Néanmoins, quand, comme ici, un vecteur est manifestemeitiple d’'un autre
vecteur ko =ix1), la procédure peut évidemment &tre appliquée end@tal’emblée
I'un de ces deux vecteurs.

Par ailleurs, quand I'énoncé propaseecteurs d’'un espace vectoriel de dimension

il est intéressant de vérifier leur indépendance lige@@n vérifiant si le déterminant
de la matrice de leurs composantes est non nul) car, dans,da base canonique de
R" décrit une base orthonormée de I'enveloppe linéairevdeteurs et la procédure
de Gram-Schmidt est inutile.

o |l est impératif de respecter les notations et de ne paoodné les vecteurs et leur
représentation matricielle dans une base donnée.
Les vecteurs sont indiqués en gras dans les textes impmingont soulignés dans
les textes manuscrits. Les matrices (colonnes) ne sontquéigirgees. Autant que
possible, on essayera d'utiliser des notations (fontes'ssarif’ dans les textes
imprimés) permettant de distinguer les matrices des vext®n écrira donc, par
exemple,

X1 X1

[Xq| (X1|X1)

guand on veut désigner des vecteurs et

Z]_:|

o X1 o X1
Ixall  Vx1*xa

dans une écriture matricielle.
L'énoncé impliquant des matrices colonnes, il convedditrire

1
et non pas AR E

1 1
11 1
=50 i
i i

DansC?, ensemble des matrices-colonnes & 4 composantes, létscalaire dex et

z s’écrit et se calcule en formanitx = Z'x. Par contre, on ne peut utiliser la notation
Z*x pour exprimer le produit scalaire des vectexies z. Dans ce contexte vectoriel,
on doit écrire(x|z). Rappelons que le point médiaet I'ecriturex - z sont réservés
au produit scalaire de vecteurs géométriques.



e Comme rappelé ci-dessus, dans une base orthonorméendeitpscalaire de deux

vecteursx etz peut &tre calculé en faisant appel aux composantts de ces deux
vecteurs par

X|Z) =z2'x=7Z X
* T

Telle est également I'expression du produit scalaireeedérs €léements et z de C".
Lorsqu’on travaille dans un espace vectoriel complexe eilfaut par oublier de
conjuguer les composantes du deuxieme vecteur lors daldi@ion du produit
scalaire.

Question Il

i. o Il ne fallait pas confondre les nombreset N. Selon I'énoncéN désigne la

dimension de I'espace vectoriglalors quen est un indice général utilisé dans
la définition de I'indépendance affine et n’a rien & voie@ala dimension d&.

L'expression
AMbi+Asbo+ ...+ Abr=0

ne constitue pas une formulation correcte de I'indépeceldinéaire des vecteurs
by, ..., bn. Pour traduire le fait que les vecteuos, ..., b, sont linéairement
indépendants, on doit écrire

Aibi+Aobo+ ...+ Aby,=0 = AM=A=...=A,=0

Notons aussi que le second membre de la premiere égsiité eecteur nuD et
pas le scalaire 0. Les €léments apparaissant de partgtadidune égalité doivent
toujours avoir la méme nature.

ii. Le respect des notations introduites dans le cours gsbitant. En particulier, il est

indispensable de soulignéous les vecteurs, de ne pas souligner les scalaires et de
réserver le point aux produits scalaires. La précisiorsdas notations est un élément
essentiel pour permettre de distinguer aisément la natakire ou vectorielle des
opérandes et d’'appliquer ainsi les regles et progiatipropriées.

Par exemple, dans I'expression

{b(a-a)} (a+b)

le produit scalairéa-a) est un nombre de sorte que I'expression entre crochet est le
vecteur obtenu en multipliant le vectdupar ce nombréa- a). Celui-ci peut tre mis
en évidence pour écrire

[b(a-a)} (a+b) = (a-a) [b (a+ b)] ~(a-a) [b-a+b-b} ~1

entenantcompte dea=b-b=1eta-b=0.

Notons par ailleurs que, pour exprimer le carré de la normnewkcteura, les écriture
a’, @, ||al|? et||a?|| ne sont pas correctes. On doit &carea ou ||al|?.

e Un ensemble constitue un sous-espace vectoriel d’'un espateriel E s'il est

non vide et contient les combinaisons linéaires de sad@fhts. Ce sont les seules
propriétés a vérifier parmi celles définissant un espactoriel car, dans le cas
d’un sous-espace vectoriel, les autres propriétes €dnident automatiquement.



e L'énoncé proposé étant faux, I'identification d’'un ¢@exemple permettait de
répondre a la question. Il faut dans ce cas montrer quenigesexemple vérifie les
hypothéses, c’est-a-dire ici donner deux matrices ntasdeC), et qu’il contredit
la these, c’est-a-dire montrer qu’une combinaisondire des matrices choisies
n'est pas normale. On peut alors en conclure que I'ensenalslendtrices normales
deC} n’est pas une sous-espace vectorieCeuisqu’il ne contient pas toutes les
combinaisons linéaires de ses éléments.

e La condition & remplir pour que toutes les combinaisonédires des matrices
normales quelconqueset B soient normales e#t*B = BA*. Le produit matriciel
n'étant pas commutatif, ceci a bien sOr “beaucoup de @fate ne pas toujours
étre vrai. Pour démontrer complétement la propositibfaut cependant trouver
un exemple de deux matrices normafest B telles queA*B # BA*. |l est alors
possible de vérifier qu'il existe une combinaison linéale ces matrices qui n’est
pas normale.



