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; EXAMEN
Prof. Eric JM.DELHEZ

Durée de I’épreuve : 3 heures 30.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. (a) Déterminez les contraintes sur les dimensions des matrices A et B pour pouvoir former a la
fois le produit AB et le produit BA. Quelles sont les dimensions de ces deux produits ?

(b) Montrez que, quelles que soient les tailles des matrices A et B vérifiant les contraintes
identifiées en (a), on a trace(AB) = trace(BA).

ii. (a) Définissez le concept d’indépendance linéaire d’une famille de vecteurs {a;,a,...,a,} d’un
espace vectoriel E.

(b) On considere trois vecteurs aj, a et az linéairement indépendants d’un espace vectoriel de
dimension 5. Déterminez la condition sur les paramétres a et B pour que les vecteurs

a;+4a;, oa;+a, et Pay+as

soient linéairement indépendants.

iii. (a) Quand dit-on d’un ensemble F qu’il constitue un sous-espace vectoriel d’'un espace
vectoriel E?

(b) L’ensemble des matrices normales d’ordre n constitue-t-il un sous-espace vectoriel de C}!
muni des opérations habituelles d’addition et de multiplication par un scalaire ? Justifiez.

iv. (a) Définissez le concept de matrice définie positive.

1 A est symétrique définie positive, peut-on affirmer que A“ est symétrique définie positive ?
b) Si A est symétrique définie positive, peut ffi que A? est symétrique définie positive ?

On considere I’application linéaire A4 définie entre des espaces vectoriels réels E et F. Dans les bases
orthonormées {ej, e, , e3, e4} de Eet {f, f, 3} de F, I'application linéaire est représentée par la matrice

1 2 1
A=1[1 2 2
1 2 -1

o=

i. Déterminez, en fonction de e, e, €3, €4, tous les vecteurs x € E tels que
/‘ZI(X) =2f, + 1, +4f;5

ii. Déterminez une base orthonormée de ker(A4) en fonction de e, e, e3 et e4.

iii. Déterminez le rang de 4.

Tournez la page.



Question III

On représente la conductibilité thermique au sein d’un matériau par le tenseur K. Celui-ci est tel que
le flux de chaleur J (quantité d’énergie traversant une surface donnée par unité de temps et par unité de
surface) est lié au gradient de température g par la loi de Fourier

J=-K-g

Matriciellement, on
J=—-Kg

ou J, K et g désignent les composantes de J, K et g dans une méme base.

Travaillant dans la base orthonormée particulicre (e, e, e3) et effectuant des mesures expéri-
mentales sur un nouveau matériau, on parvient a identifier la plupart des coefficients de la matrice K
sous la forme
4 o 2
o 4 2
2 2 2

K=k

ou ky > 0 est une constante connue et oll & est un parametre réel inaccessible a I’expérience.

1. Déterminez toutes les valeurs de o pour lesquelles le tenseur K peut étre représenté par une
matrice diagonale dans une base appropriée.

ii. Dans le cas ou a0 = 0, déterminez, en fonction de e, e,, e3, une base orthonormée dans laquelle
le tenseur de conductibilité thermique K est représenté par une matrice diagonale. Donnez
I’expression de cette matrice diagonale.

iii. Selon le second principe de la thermodynamique, on doit avoir
J-g
T2 >0 Ve

ou T désigne la température absolue. Cette condition est-elle vérifiée dans le cas o ot = 07?
Justifiez.



SOLUTION TYPE

i. (a)

(b)

ii. (a)

(b)

iii. (a)

Pour former le produit matriciel AB, il faut que le nombre n de colonnes de A soit égal
au nombre de lignes de B. Pour former le produit matriciel BA, il faut que le nombre de
colonnes m de B soit égal au nombre de lignes de A. On a donc A de dimensions (m x n) et
B de dimensions (n x m). Sous ces conditions, le produit AB est de dimensions (m x m) et le
produit BA est de dimensions (n X n).

Les éléments des matrices carrées AB et BA, respectivement d’ordre m et n, s’écrivent
n m
(AB)ij =Y aubij et (BA)ij=Y bua;
k=1 k=1

On a donc
m

trace (AB) = Z(AB),’,’ = Z aiibi
i=1 i=1k=1

(ngE

et

n

trace (BA) = Z(BA),‘,‘ = i i bpari = i i agibi, = i i a;xby; = trace (AB)

i=1 i=1k=1 i=1k=1 i=1k=1

puisque les indices k et i de ’avant-derniere double somme sont muets et peuvent donc étre
échangés.

Des vecteurs aj,ay,...,a, sont dits linéairement indépendants si
P
Zliaizﬂ = M=0 Vi€{1,2,...,p}
i=1
Par définition de I’indépendance linéaire, les vecteurs a; + 4a3, oa; + a, et fa + a3 sont

linéairement indépendants si
M(a]+4ag)+7u2((xa]—i—ag)—l—?g([iag—kag) =0 = AM=M=M=0

La relation
M (31 —|—433) + 7&2(0(31 —l—az) +7»3(Baz + 33) =0

peut étre exprimée sous la forme
a (7&1 + 0(7\,2) + 32(7\,2 + [37\,3) + a3 (47&1 + 7n3) =0

Puisque aj, a, et a3, sont linéairement indépendants, cette relation implique

M+or, =0
7\,24-[37\13:0
4M +23=0

Ce systeme linéaire homogene posséde la solution unique A; = A, = A3 = 0 si et seulement
si

I o O
0 1 Bl=1+40B#0
40 1

Les vecteurs donnés sont donc linéairement indépendants ssi 1 +4af # 0.

L’ensemble F est un sous-espace vectoriel de E
e si F est non vide
e ct s’il contient les combinaisons linéaires de ses éléments, ¢’est-a-dire si

abeF, AMueC = Aa+ubeF



(b) Vérifions sur base de cette définition si I’ensemble des matrices normales d’ordre n constitue
un sous-espace vectoriel de CJ,.

L’ensemble est bien non vide puisqu’il contient au moins la matrice nulle 0 € C!! qui est
normale puisque
00" =0=0%0

Vérifions maintenant s’il contient bien les combinaisons linéaires de ses éléments.
Considérons les matrices normales A et B € C et vérifions si la matrice oA + BB est normale
pour tout o € C et pour tout B € C, ¢’est-a-dire si

(oA +BB)" (A +BB) = (0 A + BB)(0A + BB)" ()
D’une part, on a
(A +BB)* (oA + BB) = (0tA* 4 BB*)(aA + BB)
= 0o A*A 4+ GPA*B + PaB*A + BRB*B
D’autre part, on a
(A +BB)(atA + BB)* = (aA + BB)(aA* + PB*)
= OAA* 4 BaBA* + ofAB* + BBBB*
— oA A + BaBA* + aBAB* + BBB*B

ou il a été tenu compte de
AA*=A"A et BB*=B'B

En injectant ces expressions dans (<{>), on aboutit a la condition
OB(A*B — BA*) +af(B*A—AB*) =0
qui ne peut &tre rencontrée quels que soient o et § que si
A*B = BA*

Cette condition n’est pas toujours vérifiée comme le montre le contre-exemple constitué des

matrices
0 1 0 -1
A= < | 0) et B= < 10 )

Ces matrices sont, respectivement, symétrique et anti-symétrique, donc normales. On calcule

aisément
i (0 1 0 -1\ (1 0
ve=(1 ) (0 0)=(6 )
« (0 —1 0 1y (-10 N
e = (1 ) (1 o) = (o 1) 7w

En vertu du raisonnement précédent, les combinaisons linéaires de ces deux matrices ne
seront donc pas toujours normales. En particulier, la combinaison linéaire

c=n+p=(2 0)
(3005 o) -5 %)

L’ensemble des matrices normales d’ordre n ne constitue donc pas un sous-espace vectoriel de
(Cl’l
.

et

n’est pas normale puisque

alors que



iv. (a) Une matrice est dite définie positive lorsque

xTAX >0 VYx#0

(b) D’une part, si A est symétrique (AT = A), A2 = AA est aussi symétrique. En effet, on a alors
(AA)T = ATAT = AA
D’autre part, la matrice A? est définie positive si et seulement si
xTA> >0 VYx#£0 (€9
La forme quadratique apparaissant dans le membre de gauche peut s’écrire
xTAZx = xTATAx = (Ax)TAx = || Ax||> > 0

Par définition de la norme, 1’annulation ne peut intervenir que si Ax = 0 soit, puisque A est
symétrique définie positive et donc inversible, que si x = 0. Des lors, la propriété (i) est
vérifiée. La matrice A’ est donc symétrique définie positive.

Alternativement, on peut écrire que, si A est une valeur propre de A,
Ax = Ax

et donc
A%x = AAx = Alx = A%x

de sorte que A? est une valeur propre de A. La matrice A étant symétrique définie positive,
ses valeurs propres sont toutes réelles et strictement positives. Les valeurs propres de A sont
donc toutes strictement positives, et la matrice A2 est donc bien symétrique définie positive.



i. Matriciellement, le systéme a résoudre s’écrit

X1

12 1 2 2

12 2 1 el

12 -1 4/ 1\|® 4
X4

Construisons une forme normale échelonnée de (A b) afin de tester la compatibilité de ce systeme

et de le résoudre. Partant de

1 2 1 2|2
2 2 111
2 414

il vient successivement

PN 1 2 1 2 2
st 00 1 -—-1]|-1
3BT 00 —2 2|2
puis
1 1 2 2 2
Cy) <> C3 0 1 0 —1] -1
0O -2 0 2 2
et, enfin,
s by — b 1 02 3 3
O3 — (3 +20 0 10 —-1)-1
3T AR 000 010
La solution s’écrit donc
X1 3 -2 -3
X3 . —1 0 1 «
w1 o +A 1 +u 0 o AueR
X4 0 0 1
soit
X1 3 -2 -3
x| |0 1 0 N
ol +A 0 +u | o ALueR
X4 0 0 1

Les vecteurs x € E recherchés s’écrivent alors
x=(3-2A—-3u)e;+rer+ (u—1)es+ues ot AucR

ii. Par inspection de la solution obtenue au point i., le noyau est décrit par

X1 -2 -3

x| 1 0 N

. =A 0 +u | ol AueR
X4 0 1

Pour construire une base orthonormée, il faut prendre 2 vecteurs orthonormés parmi ceux
identifiés ci-dessus. Les vecteurs de composantes



sont linéairement indépendants et peuvent étre orthonormés en utilisant la méthode de Gram-
Schmidt. II vient tout d’abord

On calcule ensuite

-3 -3 -2
@ _ (e - | O | L Of] L1
x2) — (B 'x?) E; | ﬁ(zloo)l 7o
1 1 0
-3 —12/5 -3/5
10 _ 6/5 | —6/5
I 0 o 1
1 0 1
En normant ce vecteur, on obtient
-3/5

V5 [ —6/5

V10| 1
1

En fonction des vecteurs e, e,, €3 et 4, les vecteurs de base du noyau de 4 peuvent donc s’écrire
1,€2,€3 45 y p

sous la forme |
E, = —(—261 —|—e2)

V5
1

E, = —(—3e; — 6e, + 5e3 + Se
2 \/ﬁ( ! P 3 4)

iii. La relation
dimE = dimker(4) +p(4)
s’écrit ici
4=2+p(4)

Le rang de A vaut donc 2, résultat qui peut aussi €tre obtenu par inspection de la forme normale
échelonnée obtenue en i.



Question III

i. Le tenseur peut étre représenté par une matrice diagonale quel que soit o car la matrice
est symétrique, donc normale, quel que soit o. Elle possede donc bien 3 vecteurs propres
linéairement indépendants.

ii. Le tenseur K est représenté par une matrice diagonale dans une base formée de vecteurs propres
de la matrice K. Il faut choisir des vecteurs propres orthogonaux et normés pour que la base soit
orthonormée. La matrice diagonale correspondante est constituée des valeurs propres de K, prises
dans le mé&me ordre que les vecteurs qui leur sont associés. Dans le cas ou o = 0, la matrice K
devient

K = ko

N O B
N B~ O
[\S I S 8]

Recherche des valeurs propres de K

Les valeurs propres de K s’obtiennent en multipliant par k les valeurs propres de K' = K/ky. Ces
derniéres sont les zéros de

4-2 O 2
0 4= 2 |=(@-N[A4-N2-1) —4-4(4-1)
2 2 2-A)

=@4-N[4-N)2-r)—8] = (4—7\,)(7»2 —6A)
Ainsi, les valeurs propres de K’ sont 0, 4 et 6 et celles de K sont 0, 4k et 6kj.

Recherche des vecteurs propres de K

Ce sont les mémes que ceux de la matrice K’ = K /ky.

o Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 6 de K’ sont les solutions non nulles de

-2 0 2 X 0
(K'—6I)x=0 soit 0o -2 2 yl=10
2 2 -4 Z 0

Réduisons la matrice du systeme a une forme normale échelonnée. Il vient successivement,
en commencant par diviser toutes les lignes de la matrice par —2,

1 0 -1
0 I -1
-1 -1 2
1 0 -1
by — U3+ 0 0o 1 -1
0 -1 1

b3 — U3+ s

La solution s’écrit alors
) , N1E€ER
d

/

¢ Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 4 de K’ sont les solutions non nulles de

0 0 2 X 0
(K'—4I)x=0 soit 00 2 y| =10
2 2 =2 z 0



Réduisons la matrice du systeme a une forme normale échelonnée. Il vient successivement,
en commengcant par diviser toutes les lignes de la matrice par 2,

0 0
0 0 1
1 1 -1
1 1 -1
51 H€3 0 0 1
0 0 1
1 1 -1
f3 —>f3—f2 0 0 1
0 0 O
1 -1 1
Cp <> C3 0 1 0
0O 0 O
1 01
b=l +4, 010
0 0 O
La solution s’écrit alors
X —1
z =7 0 |, neR
y 1
soit
X -1
y | =" 1 , ERy
z 0

o Enfin, les vecteurs propres relatifs 2 la valeur propre 0 de K’ sont les solutions non nulles de

4 0 2 0
K'x=0 soit 0 4 2 =10
2 2 2 0

N X

Réduisons la matrice du systeme a une forme normale échelonnée. Il vient successivement,
en commencant par diviser toutes les lignes de la matrice par 2,

2 0 1
0 2 1
1 1 1
I 11
€1<—>€3 0 2 1
2 01
1 1 1
f3—>f3—2f1 0 2 1
0 -2 -1
1 1 1
by = U3+ 0 0 2 1
0 00
I 1 1
@2—)@2/2 0 1 1/2
00 O



iii.

1 0
£1—>£1—£2 0 1 1/2
00

La solution s’écrit alors
X -1
yI=7v|-1], ::€Ry
Z 2

Pour construire une base orthonormée formée de vecteurs propres de K, il faut prendre 3
vecteurs orthonormés parmi ceux identifiés ci-dessus. Les vecteurs propres relatifs a des
valeurs propres différentes étant orthogonaux (puisque K est symétrique), il suffit d’identifier
un vecteur propre unitaire pour chaque valeur propre.

Dans la base orthonormée formée des vecteurs

1
Ehzvém+%+%)

1
E, = ﬁ(—el +e)

1
E; (—e; —ey+2e3)

S

le tenseur K est représenté par la matrice diagonale diag(6kg,4ky,0).

La condition imposée par le second principe de la thermodynamique équivaut a

(-K-g)-g
o =0 Ve
ou, apres simplification, a
(K-g)-g>0 Vg
Dans la base orthonormée considérée, cette derniere condition s’€écrit sous la forme matricielle

g Kg>0 Vg

Elle est donc satisfaite si la matrice symétrique K est semi-définie positive, ce qui est vérifié
si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles. Lorsque o = 0, les valeurs
propres sont bien positives ou nulles (6kg, 4kg, 0), de sorte que la matrice est semi-définie positive
et que le second principe de la thermodynamique est bien vérifié.
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