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. EXAMEN
Prof. Eric JM.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 3 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. Simplifiez 'expression
(anb)-(anc)

ol a, b etc sont des vecteurs quelconques de I'espace phydigets quea etc sont orthogonaux
'un & l'autre eta est unitaire.

ii. Montrez que tout sous-ensembley, ay, ..., an} d'un ensemble de vecteurs linéairement
indépendants{a;, ap, ..., an}, ou n > m, constitue une famille de vecteurs linéairement
indépendants.

iii. Soit une application linéaireq : E — E.
(a) Définissez le rang d4.
(b) Montrez que\ = 0 est une valeur propre désip(4) < dimE.

(c) Dans le cas particulier o possede valeurs propres distinctes oi= dim(E), montrez que
p(A4) ne peut prendre que les valeumrstn— 1.

iv. Soit A une matrice de dimensiorie x n). Montrez que si les colonnes desont linéairement
indépendantes, il en va de méme des colonnesBipour toute matric inversible d’ordren.

Question I

Déterminez toutes les solutions réelles du systénsaiia”

X+7y+3z=2
X+5+2z=1
2Xx—2y+az=>b

en discutant s'il y a lieu en fonction des parameaeshb € R.

Tournez la page.



Question llI

Le tenseur de conductivité thermigldedécrit les propriétés de diffusion de la chaleur dans iiem
continu. Dans une base orthonormée, les composantes diefichaleud et du gradient de température
0T sont liees par la relation matricielle

J=—-KOT

ou K désigne les composantes idedans cette base. Dans la base orthonormée particdkere,, es},
ona

1 0 2
K=k [0 28 1-p
2 1-B 4

ouky > 0etB eR.

i. Sans effectuer aucun calcul, justifiez le fait que toutesvhleurs propres desont réelles quelles
gue soient les valeurs ¢eetkg.

ii. Montrez gu’il n’existe pas de valeurs des paramefesky pour lesquelles
JTOT <0  VOT#0

c'est-a-dire telles qu'un gradient de température dame uwirection donnée induit
systématiquement un flux de chaleur non nul dans la direciposée.

iii. Dans le cas o8 = 1, déterminez, en fonction dg, e, etes, I'expression de vecteuis,, E,, E3
formant une base orthonormée dans laqu€lkest représenté par une matrice diagonale. Donnez
cette matrice.



SOLUTION TYPE

L'expression
(anb)-(anc)

est le produit mixtda,b,aA c|. En effectuant une permutation circulaire des trois vestee ce
produit mixte, on a

(anb)-(anc)=[anc,ab]= {(aAc)Aa}-b
= {c(a-a)—a(c-a)} ‘b=c-b

ou on a pris en compte gueest unitaire &-a= 1) et orthogonal & (c-a = 0).

ii. Soientay, ay, ..., an, Nvecteurs linéairement indépendants.

Considéronday, az, ..., an}, un sous-ensemble constituérdele ces vecteursi(< n).

Supposons que cas vecteurs ne sont pas linéairement indépendants. llezgistdonc des
scalaires\1, Ay, ..., Am non tous nuls tels que

Mai+Aa+-+Amam=0
Ces mémes scalaires non tous nuls permettraient d’écrire
Mag + A28+ +Amdm+0amy1+---+08, =0

ce qui est en contradiction avec I'hypothése selon laguekn vecteursa;, a, ..., a, sont
linéairement indépendants. Les vectaarsay, ..., a, formant un sous-ensemble d’un ensemble
de vecteurs linéairement indépendants constituent domcfamille de vecteurs linéairement
indépendants.

Soit une application linéaire? : E — E.
(@) Lerang deq est défini pap(A4) = dim(im 4).
(b) Le théoreme du rang s’écrit

dimE = p(A4) + dim(kerA4)

Sip(A4) < dimE, dim(ker4) > 0. Nous en déduisons qu'il existe des vecteugs0 tels que
A(x) = 0, soit 4(x) = Ox. Ceci montre quex est un vecteur propre de relatif & la valeur
propreA = 0.

(c) Le théoreme du rang s'écrit
dimE = n=p(A4) +dim(ker4)

Si 4 possedea valeurs propres distinctes, la multiplicité Me= 0 comme valeur propre d&
est donc égale a 0 ou 1. Il y a donc au maximum un vecteur @loprairement indépendant
relatif aA = 0, c’est-a-dire au maximum un vecteur linéairement palant solution de
A(x) = 0. Nous en déduisons que dikerA) < 1 de sorte que(A4) peut seulement prendre
les valeursh (si dim(ker4) = 0) etn— 1 (si dim(ker4) = 1).

Une matrice posséde une inverse a gauche si et seulesheas colonnes sont linéairement

indépendantes.

D’une part, la matricé\ de dimensiongmx n) posséde une inverse a gau@tgé de dimensions

(nx m) puisque ses colonnes sont linéairement indépendantastr®part, la matric& d’ordre

n est inversible de sorte qig* d’ordren existe. On a donc

(B'A;HAB=B ,B=B'B =1,

ce qui montre que la matri(Bz*lAg*l est inverse a gauche de la matrid@. Les colonnes dAB
sont donc linéairement indépendantes.



Question I

Le systeme a résoudre s’écrit sous la forme matricielle

1 7 3\ /X 2
1 5 2||yl=1[1
2 -2 al \z b
Il peut étre résolu en échelonnant la matrice
1 7 3|2
1 5 2|1
2 -2 alb

On a successivement

52—>€2—€1
fg—)f3—2€1

1
fl—)f1—7f2 1 1 (*)
f3 — l3+ 1605 01 E E

0 0 a+2|b+4

e Sia# —2, on continue I'echelonnage en divisant la troisiemedigara+ 2,

1 3

10 —2| -2

12 12

01 - =

2 2

0o 1 |Bt4

a+2

puis

b—3a-2
1 0 0| ———
2(a+2)
El—>£1+£3/2 010 a—b-2
52—>€2—€3/2 2(a+2)
0o 1| P2f4
a+2

Le systeme possede alors, quelle que soit la valebr desolution unique

X 1 b—3a-2
V| =577 | a=b-2 (%)
z 2(a+2) 2b-+8

e Sia= —2, la matrice £) devient

1 3
10 —=| —<

2 2

1 1 (%)
01 = =

2 2
0 0O 0 |b+4

o Sib# —4, le systeme est incompatible.



o Sib= —4, la matrice {x) devient

1| 3
1 g
0 2 2
1 1
01 = | =
2 | 2
00 O] O
La solution du systeme est alors donnée par
3 1
X 2 2
yl=| 1 [+Ar] 1], reR ()
z 2 2
0 1

En conclusion,
e sia# —2, la solution est unique et donnée pd) (
e sia= —2 etb= —4, les solutions sont données p&) (
e sia= —2eth# —4, le systeme est incompatible.

Question IlI

i. Le tenseurK est représenté par une matrice symétrique quels quetdgie- 0 et3 € R. Les
valeurs propres d’'une telle matrice étant toujours eselfoutes les valeurs ¢tg > 0 et € R
conduisent a des valeurs propres réelles pour le tetseur

ii. Vu la définition deJ et vu la symétrie d&, on a
JTOT = —O7'K™OT = —OT'KOT
Onauradond™0T <0,V OT #0, si
OTTKOT >0, VOT#0

c’est-a-dire si la matric& est définie positive.
Appliquons le critere de Sylvester, qui dit gu'une matrigenétrique est définie positive si et
seulement si ses mineurs diagonaux principaux sont straziepositifs, a la matrice symeétrique

1 0 2
K=k [0 28 1-p
2 1-B 4

e Le premier mineur diagonal principad, est strictement positif.
e Le deuxieme mineur diagonal principal vaut

Gl o~ K28

Il est strictement positif §8 > O.
e Le troisieme mineur diagonal principal vaut

1 0 2
G0 2B 1-B|=13|8B—(1-B)*— 8| = —k(1—P)’
2 1-B 4

Le déterminant de la matrice n'est jamais strictementtifade® sorte que la matrice n'est
jamais définie positive.
Il n’existe donc pas de valeurs des paraméefiresky pour lesquelles

JTOT <0 VOT#0



Dansle cas o = 1,
1 0 2
K=ko[0 2 0
2 0 4

Cette matrice est représentée par une matrice diagoaasuhe base formée de vecteurs propres.

Recherche des valeurs propresite

Les valeurs propres de la matriesont données par celles de la matri¢éo multipliées par
ko. Les valeurs propres d€/kg sont les zéros du polyndme caractéristique

K 1-A 0 2
det(——)ﬂl) = 0 2-A 0 |[=(1-MN2-N(4—-N)—-4(2-))
ko 2 0 4-A
=(2—=ANA(A-5)
Les valeurs propres d€ sont donc simples et égales a
0, 2k, Sko

Recherche des vecteurs propresde
Les vecteurs propres de la matri€esont les mémes que ceux de la matkce.
e Les vecteurs propres relatifs & la valeur prapre 0 deK /ky sont les solutiong/; non nulles

K 1 0 2 X
Ewlzo soit 0 2 0]|y]=0
2 0 4 Z

Echelonnons la matrice en divisant la deuxieme ligne p&e@ soustrayant 2 fois la premiére
ligne a la troisieme.

De I3,
wW1=¥1 0 , Y1 € IRO
1

e Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 2ky de K/ky sont les solutionsv, non
nulles de

K -1 0 2 X
<——2]I>wz:0 soit 0O 0O y| =0
ko 2 0 2 z

Réduisons la matrice du systeme a une forme normaldduiée :

1 0 -2
fl—)—fl 00 0

2 0 2
1 0 -2
53 — 53 — 2@1 00 0
0 0O 6
1 0 -2
53 <~ 52 00 6
0 0 O

Il est ensuite nécessaire d’échanger les colonnes 2 et 8afhener un élément non nul dans
la deuxieme colonne. Ceci demande d’échanger les inemynet z de sorte que le systeme
a résoudre devient



1 -2 0 X
0 6 0]|z]=0
0 0 0/ \y
Ensuite,
1 -2 0
Uy — l7/6 0 1 O
0 0 O
1 00
01— 01+ 205 010
0 0O
De I3,
X 0
z|=y2{0|, y2€Ro
y 1
et, en échangeant les variablest z,
0
wa=Y2|1], Y2€Ro
0

e Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 5ky de K/ky sont les solutionsvz non

nulles de
-4 0 2 X

K .
<— — 5JI> w3z =0 soit 0O -3 0 y| =0
ko 2 0 -1 z

Réduisons la matrice du systeme a une forme normalddruiée :

(1= —tr/4 1 0 -1/2
01 0
fz—)—fz/?) 2 0 1
10 —1/2
63—>€3—2£1 0 1 0
00 0
De I3,
1/2
1

Comme la matriceK est symétrigue donc normale, les vecteurs propres de rgafgopres
differentes sont orthogonaux. Il suffit donc de normer lesteurs obtenus ci-dessus pour obtenir
une base orthonormée

1 1
E1= %(—Zeﬁes), Eo=e, Es3= \—@(e1+263)

dans laguelle la matricé est représentée par la matrice diagonale

diag(0, 2ko, 5ko)



