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. EXAMEN
Prof. Eric JM.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 3 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. (@) Montrez que si les vecteusset b de I'espace physiqu& sont lineairement indépendants
(mais pas forcément orthogonaux), alasb,aA b} constitue une base de.

(b) Déterminez les composantes d’un vectewuelconque det dans la baséa,b,aAb} en
fonction des produits scalaires Bevec les vecteurs de cette base dans le cas particulier ou
les vecteurs etb sont unitaires.

ii. Soienta etb deux vecteurs non nuls d’'un espace vectdide dimensiom. On définit4 telle

que,VX € E,
A(x) = (blx)a
() Montrez quea définit une application linéaire si I'espace vectoBeadst reel mais pas s'il est
complexe.

(b) Déterminez(4).
(c) Caractérisez kén).

iii. Si la matrice carréeA d’ordre n est symétrique, montrez qu& est symétrique semi-définie
positive.

iv. SoitA une matrice de dimensiorignx n) oum+ n.
@) Enoncez des conditions nécessaires et suffisantes pour possede une inverse a gauche.
(b) Ecrivez une matricé non carrée (au choix) qui posséde une inverse a gauctstiffeiu

(c) Si une matriceA possede une inverse a gauche, celle-ci est-elle néeaasat la pseudo-
inverse deA ? Justifiez.

Question I

Déterminez toutes les solutions réelles du systénsaiia”

w+ax+ay+z=1
w+ax+y+z=~2a
aw+Xx+y+az=a

en discutant s'il y a lieu en fonction du paramédre R.

Tournez la page.



Question llI

Soit
2 0 O
A=|-1 2 -1
1 1 O

i. Calculez le déterminant dé&.
ii. Calculez I'inverse de\.
iii. Déterminez les valeurs propres et les vecteurs poge\.
La matriceA est-elle diagonalisable par une transformation de suddit? Justifiez.



SOLUTION TYPE

i. (@)

(b)

i. (@)

L'espace physiqueE est un espace vectoriel de dimension 3. Tout ensemble devecieurs
linéairement indépendants deconstitue des lors une base de cet espace.

Les 3 vecteurs, b etaA b sont linéairement indépendants puisque leur produitenix
[a,b,anb] = (aAb)-(anb)=]|anb|?

est non nul. En effet, les vectewa®tb ne sont ni nuls ni paralleles (multiples I'un de I'autre)
puisqu’ils sont linéairement indépendants.

On en conclut quéa,b,aA b} constitue bien une base de

Tout vecteurx peut s’exprimer (de fagon unique) dans la béag,aA b} au moyen de 3
composantes, ety sous la forme

x=aa+pBb+yarb
On adonc
x-a=aa-a+Bb-at+y(anb)-a=a+Bb-a
x-b=aa-b+Bb-b+y(anb)-b=aa-b+p
x-(anb)=aa-(anb)+Bb-(anb)+y(aab)-(anb)=ylarb]|?

ou on a tenu compte du fait qae\ b est orthogonal a etb et que les vecteurs etb sont
unitaires. Remarquons que le vectaurb n’est en général pas unitaire méme si les vecteurs
aetb le sont.

La troisieme équation donne directement

_ X-(anb)
~ llanb]?

Les composantes et 3 s’obtiennent en résolvant le systeme

o+PBa-b=x-a
aga-b+B=x-b

Multipliant la premiére équation par- b et soustrayant membre a membre, on obtient
Bl(a-b)®*—1] = (x-a)(a-b) —x-b

dont on déduit que
5 x-b—(x-a)(a-b)
~ 1-(a-b)?
De méme, en multipliant la seconde équation @dp et en soustrayant membre a membre
ou en exploitant la symétrie du probléme, on obtient

_ x-a—(x-b)(a-b)
 1-(a-b)?

Remarquons que la division par-1(a-b)? est licite puisque, les vecteurs unitaiest b
étant linéairement indépendants, ils ne sont pas péealket

a-b=|al|||b||coga,b) =coga,b) # +1

A définit une application linéaire sur I'espace vectoFal, pour tous vecteursety deE et
tous scalairea etpdeC, ona

ANXA+Hy) = AA(X) +pA(y)
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PourA4(x) = (b|x)a, on a

AN+ 1y) = (b|[Ax+py)a= (b|]Ax)a+ (b|uy)a

=
= A(blx)a+ fi(bly)a=AA(x) +HA(y)
Ceci ne définit donc pas une application linéaire si on iclgme A, ) € C, c'est-a-dire si on

travaille dans un espace vectoriel complexe. Par contBeesi un espace vectoriel réel, on a
A, LE R etA = A, u= pde sorte que

AMX+Hy) = AA(X) + pA(Y)

La définition proposée est donc bien celle d'une applicelinéaire dans un espace vectoriel
reel.

(b) Ona
p(A4) =dim(imA4) <1

puisque tous les vecteurs appartenant &ig*crivent(b|x)a et sont donc multiples du seul
vecteura non nul.

Par ailleurs, in® contient au moins un vecteur non nul puisgaietb étant non nuls, on a
4(b) = (blb)a= |[b|*a 0

Dés lors, on @(4) = 1.

(c) Par définition du noyau, on a
ker4 = {x € E: 4(x) =0}
soit, ici,
ker4={x€cE: (b|x)a=0}

Le vecteurb étant non nul, le noyau d@ comprend tous les vecteurs BH@rthogonaux .
Il s'identifie donc au complément orthogonal de I'espacetargel généré par le vectebr

iii. Si A est symeétrique, il en est de mémeAfepuisque
(A2)" = (AA)T = ATAT = AA = A2
Quel que soik € R", on a par ailleurs
x A% = x"AAx = x" ATAx = (Ax)T(Ax) = | Ax[|> > 0

Dés lors,A? est symétrique semi-définie positive.
iv. (&) Une matriceA de dimensiongm x n) posséde une inverse a gauche si et seulement si

p(A) = n ou, de facon équivalente, si et seulement si selonnes sont linéairement
indépendantes.

(b) Pour une matrice non carrée, la condition énoncégessus n'est réalisable quensk m
puisque le nombre de lignes linéairement indépendargesoajours égal au nombre de
colonnes linéairement indépendantes. Considéronexgmple la matricé\, de dimensions
(3x2)etderang égal a 2,

A:

O O
o O

On identifie facilement une inverse a gauche

1 (100
Ag_(010



telle que
<1oo> é‘;_<1o>
010 0 0 01

(c) La pseudo-inverse d’'une matrice est unique. Or, I'isgex gauche ne I'est pas. On peut s’en
convaincre facilement en remarquant que toute matriceuii ty

1 0 a
(O 1 b),a,be]R

est inverse a gauche de la matrice
Une inverse a gauche d’'une matrigan’est donc pas forcément la pseudo-inverséde

Question I

Le systeme a résoudre s’écrit sous la forme matricielle

1aal ‘;V 1
1 all =1|2a
alla y a
z
Il peut étre résolu en échelonnant la matrice
1l aal|ll1l
1 al 1l 2
alllala
On a successivement
1 a a 1 1
fz—)fz—fl
ls — ls— al 0 0 l1-a 0|2a-1 (%)

0 1-a% 1-a% 0] O

e Sia# =1, on continue I'échelonnage en divisant la troisigmadigar 1— a2 et en la permutant
avec la deuxieme ligne,

1 a a 1 1
01 1 0 0
0 0 1-a 0|2a-1
puis
1 0 0 1 1
fl—)fl—afz 01 1 0 0
0 0 1-a 0|2a-1
1 0 0 1 1
ts—ta3/(1-a) | 01 1O 0
0010
l1-a
1 0 0 1 1
1-2a
0100
Uy — Uy — 13 l1-a
2a—1
001 02
l1-a
et les solutions s’écrivent
1
w 1-2a -1
X l1-a 0
y =|l2a—-1 +A o |’ AeR (&)
z l1-a 1
0



e Sia=1, la matrice £) devient

111 1)1
0 00 0|1
0 0 0 0|0
ou la seconde ligne indique que le systeme est incompatibl

e Sia= —1, la matrice £) devient

1 -1 -1 1|1
0O 0 2 0|-3
0O 0 0 0O

En échangeant la deuxiéme et la troisieme colonne, aarabt

1 -1 -1 11
0 2 0 0|-3
0O 0 0 0O

L'échelonnage peut ensuite &tre poursuivi. On a sucaEssint

1 -1 -1 1| 1 10 -1 1]-1/2
b—t2 [0 1 0 0/-32]| t4ob6+6 [0 1 0 0f-32
0 0 0 0 O 00 0 0f O

Le systeme posseéde donc les solutions (ou les varialgbgont été échangées suite a I'echange
des colonnes correspondantes)

w -1/2 1 -1
y| [|-3/2 0 0
x| = 0 +A 1+u o | A HER
z 0 0 1
soit
w -1/2 1 -1
X 0 1 0
z 0 0 1
En conclusion,
e sia+# +1, les solutions sont données pd) (
e sia=1, le systéme est incompatible;
e sia= —1, les solutions sont données pa&(
Question IlI
Soit
2 0 O
A=[-1 2 -1
1 1 0

i. L'application de la premiere loi des mineurs a la premiligne de la matrice donne

2 0 0 s 1
detA=|-1 2 —1:2(—1)21 O‘:z
1 1 0




ii. L'inverse se calcule en utilisant la formule
-
1 A
detA
ou A est la matrice des cofacteurs A@vecA; = (—1)‘+jmj oum; est le mineur de I'elément
ij deA. La matrice des mineurs s’écrit

1 1 -3
0O 0 2
0 -2 4
et on a donc
1 -1 -3
A=|0 0 -2
0 2 4
Finalement, on obtient
1 0 O
AT 1
A’1:7:§ -1 0 2
-3 -2 4

ii. Les valeurs propres d& sont les solutions de I'equation

det(A—Al) =0
soit
2-A 0 0
1 2-A —1|=(2-)) (2—A)(—A)+1]
1 1 -

= 2-MNAN=-2+1)=(2-NA-1?=0
Les valeurs propres desont donc\1 = 1 (valeur propre double) &b = 2 (valeur propre simple).

e Les vecteurs propres derelatifs a la valeur propré; = 1 sont les solutions/; non nulles

du systéeme
1 0 O X
(A—T)wy=0 soit (-1 1 -1 ([y] =0
1 1 -1 z
Echelonnons la matrice du systéme. On a successivement
10 O 10 0
2ot fon ) ses-n (01 1
s 01 -1 00 O

De 13,
X

wp= 1Y

0
=a|l],aeRg
z 1

e Les vecteurs propres derelatifs a la valeur propré, = 2 sont les solutions/, non nulles

du systéeme
0O 0 O X

(A—2)wp=0 soit |-1 0 —-1])[|y]|]=0
1 1 -2 Z

Echelonnons la matrice du systeme en commencant par fErfapremiere et la troisieme

ligne.
1 1 -2
€1H€3 -1 0 -1
0O 0 O



On a ensuite successivement

1 1 -2 1 0 1
bp — lo+ 104 0 1 -3 {1 — 01— V> 01 -3
0 0 O 0 0 O
De I3,
X -1
wo= 1Y :B 3 ) BGRO
z 1

iv. Une matrice d’ordren est diagonalisable par une transformation de similitudet seulement
si elle posseden vecteurs propres linéairement indépendants. La mafkiggest donc pas

diagonalisable par une transformation de similitude pualle ne possede que 2 vecteurs propres
linéairement indépendants et pas 3.



