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Durée de Iepreuve : 3 heures et demie.

Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux di#fentes questions sur des feuillé&paiées.

Rendez la page @honé& correspondante comme prémd page de chacune de vos
réponses.

N’écrivez pas sur énoné.

Rendez I'enveloppe n@rotee en rdme temps que vos copies.

Vi.

. Le produit de deux matrices anti-symétriques est-il-apnétrique ? Justifiez.
. Précisez les tailles des matricksB et C permettant de former I'expressidéy(B + C) et montrez,

dans ce cas, que
A(B+C)=AB+AC

Simplifiez I'expression
[(aAnb)Ana+ (bAa)ADb]-(a—b)

dans laquelle etb désignent des vecteurs quelconques de I'espace physique
Soit A une matrice de dimension>64. Sous quelle condition s@(A) le systéme linéaire

Ax=20

posséde-t-il une solution unique ? Justifiez.

. SiE; etE; sont deux sous-espaces vectoriels d’'un méme espaceigkEtor

E1+Ex={X=X1+X2 : X1 €Eq, X2 €Ep}
est-il un sous-espace vectoriel Ei@ Justifiez.
4 0 0O
A= <O 10 0>
() Cette matrice possede-t-elle une inverse? Une inirdeoite? Une inverse a gauche?
Justifiez et précisez si celles-ci sont uniques.

Soit la matrice

(b) Déterminez la pseudo-inverse .

Tournez la page



Question I

Déterminez toutes les solutions réel(ggy, z) du systeme linéaire

Bx+ (1—B)y+ (1—B)z=p?
Bx+ (1+B)y+ (1+B)z=PB—P?
X+y+z=1-

en discutant s'il y a lieu en fonction des valeurs du paraafet R.

Question IlI

Soit la matrice

2 -1 1
A=0opg| -1 20 -1
1 -1 2

ol g est une constante strictement positive e R un parametre réel variable. La matriseeprésente
dans la base orthonormée;, e;,e3} I'application linéaire4 qui associe le vecteur densité de courhnt
au vecteur champ électriqieparJ = 4(E).

i. Déterminez la(les) condition(s) sur le paramétrpour queA soit a la fois normale et inversible.

ii. Déterminez toutes les valeurs detelles que la dissipation par effet JOYBE) est strictement
positive quel que soit le champ électrigdenon nul appliqué.

ji. Dans le cas ol = 1, déterminez une base orthonormég,€,,€;} dans laquelle4 est
représentée par une matrice diagonale. Donnez I'expreds cette matrice diagonale.



SOLUTION TYPE
Question |

i. Non, le produit de deux matrices anti-symétriques mestanti-symétrique. Puisque les matrices
A et B sont anti-symétriques, on a

AT=—_A et B'"=-B

de sorte que
(AB)T =BTAT = —B(—A) =BA

La matriceAB est donc anti-symétrique si et seulemenA it B sont réelles eBA = —AB, ce
qui n'est pas toujours le cas comme le montre le contre-ebesyivant.

Soit les deux matrices anti-symétriques

0 1 0 1
A:(_1 O> et B:<—1 O)’
-1 0
- (3 0)

ii. Les opérations matricielles apparaissant dans ldioela

ona
gui n'est pas anti-symétrigue.

A(B+C) = AB+AC

sont bien définies si les dimensions des matriceB et C sont respectivemerftn x n), (n x p)
et (nx p). Sous ces conditions, les membres de droite et de gauchdesdithensiongm x p)
et

AB+C)ly = 3 a(B+Clyg
k=1

= > ai(bxj+ o)
k=1

= > abj+ > @t
k=1 k=1

— [ABJ;; + [AC]; = [AB+AC];

ce gqui déemontre la relation.
iii. Ona
(a/\b)/\a+(b/\a)/\b]-(a—b) - [(a/\b)/\a—(a/\b)/\b}-(a—b)
- [(aAb)A(a—b)} (a—b)=0

puisque, par définitionaA b) A (a— b) est orthogonal d&a—b) .

iv. Les solutions deéAx = 0 forment le noyau dé\. Celui-ci se réduit au seul éléement nuk= 0 si
dimkerA = 0.

Par le théoreme du rang, puisgiest de dimensions 64, on sait que
4=p(A)+dimkerA

Dés lors, la solution est unique dans le capOd) = 4



v. Oui, il s’agit bien d’un sous-espace vectorielEle
Pour demontrer que= E; -+ E, constitue un sous-espace vectorietdi suffit de demontrer que
F (qui est non vide car il comporte au moins le vecteur nit)deontient toutes les combinaisons
linéaires de ses éléments.
C’est bien le cas puisque, %i et x, sont des élements d& + E,, ils peuvent s'écrirexg =
Xa1 + Xa2 €t Xp = Xp1 + Xp2 OU Xa1 €t Xp1 sont des éleéments di et Xy etxyy des éléments dey.
On adoncya,BeC,

OXa + BXp = 0 (Xa1 + Xa2) + B(Xp1 + Xb2) = (0Xa1 + BXp1) + (01Xa2 + BXp2)
oU, puisqueE; etE, sont des sous-espaces vectoriels,
(0Xa1 +PBXp1) €EE1 et (OXa2+ PXp2) € E2

On en conclut que
(aXa+Bxp) €E1+Ep, Va,BpeC

L'ensembleE; + E; constitue donc bien un sous-espace vectoriél.de

4 0 0O
A= (0 10 0>
est une matrice de dimensions 2 avecp(A) = 2 puisque ses deux lignes sont linéairement
indépendantes.
On en déduit que

¢ A ne possede pas d'inverse puisque seules les matricegsarmh singulieres admettent
une inverse;

e A ne possede pas d'inverse a gauche puisqu’une matricersmsgionam x n admet une
inverse a gauche si et seulemenp§h) = n, ce qui est impossible pour une matrice
horizontale;

e A possede une inverse a droite puisqu’une matrice de dioresTa x nadmet une inverse
a droite si et seulement g{A) = m, ce qui est le cas icjﬁ.\(;1 n’est cependant pas unique.
En effet, elle doit vérifier

vi. (&) La matrice

AAJL =T,

ou encore
bll blZ

4 0 0 0\[ba bp| (1 0
(0 10 0) b31 bsp _<0 1>
Da1 ba
de sorte que
1/4 0
0 1

b1 ba2
D1 bap

Agt=

quels que soient les 4 éléements des deux dernieres lignes

(b) Les valeurs singulieres d& sont les racines carrées des valeurs propres non nulles de |
matriceA*A. On aici

4 0 16 0 O

0 1|/4 0 0 O 0 100
A _ ATA _
AA_AA_00<0100>_ 0 000

00 0 00O

dont les valeurs propres sont 16, 1 et 0 (2 fois) de sorte que
4 000
2= (0 10 0) =A

4



La matriceA se confond avec la matricede sa décomposition en valeurs singulieres. Dés
lors, la pseudo-invers@™ de A est formée en suivant la procédure de calculzde i.e.
en prenant l'inverse des valeurs singuliéres et en ajutardimensions de la matrice. On

obtient ainsi
14 0
0 1
0 O
0 0

AT =

Question I

Le systeme a résoudre peut &tre réécrit sous la foratdaielle Ax = b avec

B 1-B 1-B X p?
A=|B 1+B 1+B|, x=1y et b= |p—p?
1 1 1 z 1-B

Il peut étre résolu en échelonnant la matrice

B 1-B 1-B| P
(Ab)=| B 1+B 1+B|B—P?
1 1 1 |1-B

En permutant les lignes 1 et 3 (pour éviter/retarder laudision sur la valeur d&), on obtient

1 1 1 |1-p
B 1+B 1+B|B—P?
B 1-B 1-B| P?

puis, remplacant, par ¢, — B¢1 et/ parés — Bl1,

1 1 1 1-B
0o 1 1 0
0 1-28 1-2B|B(2—1)

Nous pouvons encore soustrajfie— 23)¢, de /3 ainsi quel, de /1 pour obtenir

100/ 1-P
011 o0
0 0 O[B(2B-1)

e Le systeme est donc incompatiblesg {0,1/2}.
e Pourf =0, la matrice (») devient

1

0

0

Il en résulte que la solution générale du systeme est&mpar
X 1 0
yl=[0]|+A|-1], AeR
z 0 1

e Pourf=1/2, la matrice (») devient
1/2
0
0

Il en résulte que la solution générale du systeme est&mpar

o o

0
1
0

[N o]

o o
o+ O
[N o]

X 1/2 0
yl=1 0 | +pu|l-1), peR
z 0 1

()



Question llI

i. La matriceA étant symétrique pour toutes les valeursigelle est également normale.
Par ailleurs, la matrice est inversible si et seulementrsidéderminant est non nul. On calcule

2 -1 1

detA=03|-1 20 -1

1 -1 2
0 1
(= C+C) =o5|-1 20—1 -1
1 1 2

=0g[4(20 — 1) + 2+ (-1+1—2a)] = 203(30 — 1)

en développant le déterminant suivant la premiere ligne
La matrice est donc inversible @i 1/3.
En conclusion, la matrice est normale et inversible pouteties valeurs de # 1/3.

ii. La dissipation par effet Joulg]|E) est strictement positive quel que soit le champ électrigue
non nul appliqué si
(4(E)|[E) >0, VE#0

Dans la base considérée, cette condition prend la forme
ETAE>0, VE#0

et exprime le caractéere défini positif de

La matrice étant symétrique, le critére de SylvestermafiqueA est définie positive si ses
mineurs diagonaux principaux sont strictement positifg, §

m = 200>0
2 -1

m—of| % | =obda-1>0
2 -1 1

mg=og|-1 20 —1|=2s3(30—1)>0
1 -1 2

Ces trois conditions sont respectées simultanémentsi /3.

ii. Dans le cas ow = 1, la matriceA s’écrit

2 -1 1
A=op|l -1 2 -1
1 -1 2

L'application linéaire est représentée par une mattiagonale dans une base formée de vecteurs
propres de la matricA. Pour obtenir une base orthonorméeé,, &, il faut choisir des vecteurs
propres qui sont & la fois orthogonaux et normés.

Recherche des valeurs propresAle

Les valeurs propres d& s'obtiennent en multipliant par les valeurs propres de la matrice



A= A/oo. Les valeurs propres desont les solutiona de de(ﬂ —Al) =0, soit

2.2 -1 1 2-A -1 1
0=|—-1 2-A —1| 272" | o 1) 1-a
1 -1 2-A 1 -1 2-A

2-A -1 1

- @a-Mnlo 1 1

1 —1 2-A

2-A -1 2

22Nl 0 10

1 -1 3-A

1-N[@2-N(E-N)—2]

(I-=A)(A*—5A+4)=—(A—1)*(A—4)

Ainsi, la matriceA possede la valeur propre double 1 et la valeur propre sishplEes lors, la
matriceA possede la valeur propre doublget la valeur propre simpless.

Recherche des vecteurs propreside

Ce sont les mémes que ceux de la matfice

e Les vecteurs propres relatifs a la valeur praojpee 4 deA sont les solutions/; non nulles de

~ —2 -1 1\ /x
(A—4)w; =0  soit -1 -2 -1||y]|=0
1 -1 -2/ \z

On réduit la matrice du systtme a une forme normale éohée par les opérations
élémentaires successives

1 -1 -2 P 1 -1 -2
sty | -1 -2 -1, g?%€2+éz 0 -3 -3
2 -1 1 3TBTAL \o -3 -3
1 -1 -2 1 0 -1
o —6)3 [0 1 1], ?:?1% 01 1
0 -3 -3 3TETT2 \00 0
De |13,
1
wi=vy1|—-1], Vyi€Rg
1

e Les vecteurs propres relatifs a la valeur prajpee 1 deA sont les solutionss non nulles de

R 1 -1 1 X
(A—Dw =0 soit -1 1 -1|(y]=0
1 -1 1 z

Réduisons la matrice du systeme a une forme normalddrutée :

by, (L 11
V3 — 03—/ 0 00
3 3 1 0 0 0
De I3,
1 -1
w=y>[ 1 |+ys| O |, V(y2y3) € R*avec(yz,ys) # (0,0)
0 1



Pour construire une base orthonormée, il faut choisistr@cteurs orthonormés parmis les
vecteurs propres identifies precédemment. Les vecimames relatifs a des valeurs propres
differentes d’'une matrice normale sont orthogonaux. Uk fdonc commencer par choisir deux
vecteurs propres unitaires et orthogonaux parmi les vecinopres relatifs a la valeur propre
doublecy. La base est ensuite complétée par un vecteur propreranigdatif a la valeur propre
40.

Deux vecteurs propres linéairement indépendants filati la valeur propresy sont de
composantes

1 -1
X1 = 1 et xo= 0
0 1

Ces deux vecteurs non orthogonaux peuvent étre orth@soemappliquant la méthode de Gram-
Schmidt. Le premier vecteur de base a donc pour composantes

1
,_ V2
61:7 1

0

Pour le second vecteur, on calcule d’abord

1 1 1 1
> > 1

yo=xa—(\Tx2) ey = | 0 —%(1 1 0o g 1) =51

1 1 0 2

Les composantes du second vecteur sont finalement obtemdadgsanty, par sa norme, soit

-1
,_ V6
62:? 1

2

Le dernier vecteur de la base est directement obtenu en notmaecteur propre relatif a la
valeur propre 4 et a pour composantes

1
, V3
e3 = ? -1
1
Dés lors, les vecteurs
4
V2
&= (e+e)
V6
&= (—ert+ext+2e)
V3

&= 3 (e —ex+e3)

constituent une base orthonormée dans laquelle I'apjgitdinéaire 4 est représentée par la
matrice diagonale
diag(O'o,O'o,40'o)



