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Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux d#fentes questions sur disiilles €£pat€es

Indiquez sur chacune de vos feuilles et sur ce questionmaire numéro d’ordre, votre nom
de famille en MAJUSCULES et votremom en minuscules.

Rendez le questionnaire avec vos copies.

i. Démontrez que le produit matriciel est associat#, que (AB)C = A(BC). Quelles doivent étre
les tailles des matrices, B et C pour que cette formule s’applique ?
ii. On considére les vecteuesetb linéairement indépendants d’un espace vectoriel coxafe
(&) Montrez que les vecteurs
1

1
E(a+ b) et E(a— b)

sont linéairement indépendants.
(b) Déterminezn € C en fonction de|al|?, ||b||? et (alb) pour que les vecteurs
1 1
-(a+Db et =(a—ab
5(a+b) 5(a—ab)

soient mutuellement orthogonaux.
iii. La matrice des cofacteurs d’'une matrice carrée noguiare est-elle inversible ? Justifiez.

iv. Dans le cas ol est anti-hermitienne, montrez que toutes les valeurs esopeA* sont réelles
et positives ou nulles.

Question Il

Déterminez toutes les valeurs xley etz vérifiant le systeme

X+2y+ z=1
2X+3y—2z=2
X+ y—3z=A

X+3y+(3+2)z=1

en discutant en fonction du paramétre rgel

Tournez la page.



Question llI

Le tenseur de conductivité thermigldedécrit les propriétés de diffusion de la chaleur dans iliem
continu. Dans une base orthonormée, les composantes diefichaleud et du gradient de température
OT sont liees par la relation matricielle

J=—-KOT

ou K désigne les composantes idedans cette base. Dans la base orthonormée particdkere,, es},
ona

1 —1+a 2a
K=k | -1+a 2 0
20 0 4

ouky > 0 eta € R.

i. Déterminez toutes les valeurs des paramétrest kg pour lesquelles les valeurs propres du
tenseuK sont réelles.

ii. Déterminez toutes les valeurs des paramairesk, pour lesquelles
JTOT <0 VOT#0

i.e.telles que le flux de chaleur est systéematiquement ditggézdnes de température €levée vers
celles de température plus basse.

iii. Dans le cas o = 1, déterminez, en fonction dg, & etes, I'expression de vecteuis,, E,, E3
formant une base orthonormée dans laque€lkest représenté par une matrice diagonale. Donnez
cette matrice.



SOLUTION TYPE
Question |

i. Afin de former les produit§AB)C et A(BC), les tailles des matrice&, B et C doivent étre
respectivement du typen x n), (nx p) et(p x q).

Dans ce cas, les matricéAB)C et A(BC) sont toutes deux de dimensiofra x q).

L'égalité entre les matrices se vérifie en observant gaetléments correspondants sont égaux
puisqueVi € {1,2,... m}etVj e {1,2,...,q},

o

[(AB)C]” (AB)ikaJ‘

m
s

Il
W: HMU

aicbacij = z ajrbucCy;
S &
n

i 7k Ck j :[Zlaig(BC)gj = [A(BC)]ij

S’N:

Ceci demontre I'associativité du produit matriciel.
ii. (@) Considérons une combinaison linéaire nulle detergs donnés :

1 1
)\15(3.—{— b) + )\25

(a—b)=0
soit
2()\1+)\2)a+ 2()\1—)\2)b 0

Puisque les vecteueset b sont lineairement indépendants, ceci impliqgue que

AM+A=0
AM—A=0

c'est-a-direA{ = A» = 0.
Ceci montre que les vecteurs donnés sont lineairemeaperttiants puisque la seule fagon
d’annuler leur combinaison linéaire est de choisir dedfimdents nuls.

(b) Les vecteurs donnés sont orthogonaux si leur prodalase est nul, c’est-a-dire si

(;(aer)‘ (a— ab)>:0

ou encore

((a+ b)‘(a— ab)) =

On calcule successivement

((a+b)|(a—ab)) = (ala) + (bla) ~a(alb) - A(blb)

= |lall* + (ab) — @(alb) —al|b|*

de sorte que

a=

|2l + (alb)
[[bl2+ (alb)

_ Jlal+@lb)
[b][2-+ (alb)

pour que les vecteurs donnés soient orthogonaux.
Remarquons que ceci n'est possible quighg? + (ajb) #0

et donc



iii. La matrice des cofacteurs d’une matrice carrée nogudiare est inversible.

En effet, la matricéA étant non singuliere, dat=£ 0 et la matrice des cofacteusest reliee &
par la relation

AT
detA

On adonc

AT =detA AL
Soit .

A=detA(A™Y)
et detA n

deth  (detA)"det| (A1) "| = (deta)"det(A ") = ( deem) = (detA)" ™ #0

iv. La matriceA étant anti-hermitienne, elle possétleecteurs propre$xi, xz,...,xn} linéairement
indépendants relatifs & des valeurs propdesg, A,,...An} (éventuellement confondues)
purement imaginaires.

La matriceA* possede les mémes vecteurs propres relatifs aux valepeeg {A7, A3,... A%}
puisque, sAxk = Agxk, alors

A% = A3(Axi) = MeA3xi = MAZ(Axg) = A2A%xg = - = Aixi
Puisque les valeurs propr&g sont purement imaginaires, oi\= io ouay € R et
A = (ia)*=ag >0

de sorte que les valeurs propresAfesont bien réelles et positives ou nulles.

Question Il

Le systeme proposé peut étre réécrit sous la formeiciadiie Ax = b ou

1 2 1 . 1
2 3 -2 2
A= 11 -3 | *x= 32/ et b= A
1 3 3+2\ 1
Il peut étre résolu en échelonnant la matrice
1 2 1 1
2 3 -2 2
[A,b] = 11 -3 A
1 3 3+22 1

Pour amener des 0 au niveau de la premiére colonne, onittted opérations élémentaires

1 2 1 1
62%62—261 0 -1 _4 0
f3—>€3—€1
la— la— 1t 0O -1 -4 A-1

0 1 2+2n O
La réduction peut ensuite &tre poursuivie selon

1 2 1 1
0 1 4 0

==l g 4 4 a_1
0 1 2420 0

puis



10 -7 1
@1—>€1—2€2 0 1 4 0
ls=latle 1o g o A1
bmtamlz g 0 -2 o

De la forme des deux dernieres lignes de cette matriceednitique le systéme n’est compatible

que siA = 1. Dans ce cas, la matrice prend la forme

10 -7 1
01 4 0
00 O O
00 0 O
et le systéme admet la solution générale
X 1 7
z 0 1

Question Il

i. Le tenseurK est représenté par une matrice symeétrique quels quetdgie- 0 eta € R. Les
valeurs propres d’'une telle matrice étant toujours eseltoutes les valeurs dg > 0 eta € R
conduisent a des valeurs propres réelles pour le teceur

ii. Vu la définition deJ et vu queK est symétrique, on a
JTOT = —O7'K™OT = —O7'KOT
On aura dond™0T < 0,V OT # 0, si
OT'KOT >0, VOT#£0

c’est-a-dire si la matric& est définie positive.
Appliquons le critere de Sylvester, qui dit gu'une matriggnétrique est définie positive si et
seulement si ses mineurs diagonaux principaux sont straztepositifs, a la matrice symétrique

1 —-14+a 2a
K=k | —-1+4+0a 2 0
20 0 4

e Le premier mineur diagonal principad, est strictement positif.
e Le deuxieme mineur diagonal principal vaut

1 -1+a

a2 | KR (-1+a)f) =kg(—a®+20+1)

kg

Ce trindme du second degré s’annule pour les valeurst dennées par * /2 et est
strictement positif si
ac ] 1-v2,1+ \/i{
e Le troisieme mineur diagonal principal vaut

1 —-1+a Z2a
Kl-1+a 2 0|= kg[8—8a2—4(—1+a)2}
20 0 4

= k3(—120% + 8a + 4) = 4G(—3a%+ 20 + 1)



Ce trindme du second degré s’annule pour les valeutsatennées par

2+ 4112 1+2
-6 3

et est strictement positif si € |—1/3,1].
Les trois mineurs diagonaux principaux sont simultanéragittement positifs si

a€ll-v2,1+V2[N]-1Y31=]-Y31]

En conclusion, on d"0OT < 0, ¥ OT # 0, si et seulement si € |—1/3,1].

iii. Dans le cas o = 1,
1 0 2
K=kg[{0O 2 O
2 0 4

Cette matrice est représentée par une matrice diagoaasuhe base formée de vecteurs propres.

Recherche des valeurs propresiie

Elles sont données par celles de la matHgé, multipliées patky. Les valeurs propres d€/ky
sont les zéros du polyndme caractéristique

K 1-A 0 2
det(——)ﬂl) = 0 2-A 0 [=(1-MN2-N(4—-N)—-4(2-))
ko 2 0 4-A
=(2—=ANA(A-=-5)
Les valeurs propres d€ sont donc simples et égales a
0, 2k, Sko

Recherche des vecteurs propresde
Les vecteurs propres de la matri€esont les mémes que ceux de la mattce.
e Les vecteurs propres relatifs & la valeur prapre 0 deK /ky sont les solutiong/; non nulles

K 1 0 2 X
Ewlzo soit 0 2 0]|y]=0
2 0 4 Z

Echelonnons la matrice en divisant la deuxieme ligne p&ef soustrayant 2 fois la premiére
ligne & la troisieme.

1 0 2
010
0 0O
De Ia,
-2
wi=yi| O |, vi€Ro
1
e Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 2k, de K/ky sont les solutionsv, non
nulles de
K -1 0 2\ /x
<——ZH>W2:O soit 0 0 O)J|y]=0
ko 2 0 2/ \z

Réduisons la matrice du systeme a une forme normalddrutée :

1 0 -2
@1 — —El 00 0
2 0 2



1 0 -2
fg — €3—2€1 00 0
0 0O 6

1 0 -2

53 <~ 52 00 6

0 0 O

Il est ensuite nécessaire d’échanger les colonnes 2 et 8afnener un élément non nul dans
la deuxieme colonne. Ceci demande d’échanger les ineaynet z de sorte que le systeme
a résoudre devient

1 -2 0 X
0O 6 0]|z]=0
0 0 0o \y
Ensuite,
1 -2 0
52—>€2/6 0 1 0
0O 0 O
1 00
{1 — 01+ 205 010
0 0O
De I3,
X 0
zl=y2|0|, Y2€Rp
y 1
et, en échangeant les variablest z,
0
w2=Y2 1], y2€Ro
0

e Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 5ky de K/ky sont les solutionsvz non

nulles de
-4 0 2 X

K .
(——5H>W3:0 soit 0O -3 0 y| =0
ko 2 0 -1 z
Réduisons la matrice du systeme a une forme normaldduiée :

El—>—€1/4 10 _1/2
tos—t3 (21 0
2 2 2 0 -1
10 -1/2
53—>€3—2€1 0 1 0
0 o0 0
De I3,
1/2
wz=V¥3| 0 |, yz€Rg
1

Comme la matriceK est symeétrique, les vecteurs propres de valeurs propfiésedites sont
orthogonaux. Il suffit donc de normer les vecteurs obtentgessus pour obtenir une base
orthonormée

1 1
Ei= %(—Zeﬁes), Ex=e, E3= \—@(e1+2€3)

dans laguelle la matricé est représentée par la matrice diagonale

diag(0, 2ko, 5ko)



