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Répondez aux défentes questions sur disuilles £pakes
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de famille en MAJUSCULES et votregmom en minuscules.
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Question |

i. Démontrez que, quels que soient les vecteurs géayoesa, b etc, on a

(aAb)-[(bAc)A(cha)] = [a-(bAc)]?

ii. SoitF, I'espace vectoriel des points de coordonngeg) deR? muni des opérations d’addition et
de multiplication par un réel.

(a) Quel est le vecteur nul d&?
(b) Quelle est la dimension d¥? Justifiez.

(c) Quelles conditions doivent vérifier un poife, b) et son symétrique par rapport a I'axe OX
pour constituer une base #€

iii. On considere une application linéairg d’'un espace vectoriel E de dimensiorvers lui-méme.
Dans une base orthonormée deZest décrite par la matrice

_ ]Infl b
(5 3)

oub € C"1. Répondez aux questions suivantes en discutant s'il yialiefonction deb.

(a) 4 est-elle normale ?

(b) A4 est-elle unitaire ?

(c) Calculezp(A).

(d) Peut-on définita; 1?45t 2.471?

Question Il

Déterminez toutes les valeurs réellesxdg z ett vérifiant le systeme

(I+B)x+y+z+t=1
X+ (1+B)y+z+t=1
X+y+(1+B)z+t=1
X+y+z+(1+B)t=1

en discutant en fonction du parametre rgel
Tournez la page.



Question llI

Dans un solide, le tenseur central d'inertie caractéasdidtribution de la masse autour du centre
d’inertie C. On considere un solide dont le tenseur centfdertie Jc est décrit, dans la base
orthonorméee,, &, e3, par la matrice

8 2 -1
Jc=mR[ 2 5 2
-1 2 8
oum et R sont des constantes réelles strictement positives misida masse du solide et une longueur
caractéristique de celui-ci.

La rotation du solide autour de son centre d'inertie estitdepar le vecteur de Poissan dont
I'orientation indique la direction de I'axe autour duquéftectue la rotation et dont la norme donne
la vitesse angulaire correspondante. On nofa matrice colonne des composantesufldans la base
choisie.

On appelle moment cinétique par rapport a C, le veckétie= Jc - w dont la matrice colonne des
composantes dans la base choisie est donnédgarJc w.

i. Sans effectuer aucun calcul, justifiez I'existence déstdirectionsky, E> et Ez mutuellement
orthogonales telles gudc est parallele @ si le vecteur de Poissan est orienté selon une de ces
directions.

ii. Justifiez pourquoi une expression possible pour le 1ende dans la bas&;, E,, E3 est donnée
par la matrice
diag(3mR, 9mR, 9mRY)
iii. Déterminez explicitement les vecteurs orthonormgsE, et E3 en fonction degy, e etes.
iv. Montrez que, quel que soit le vectewr O, I'énergie cinétique

Tczéw-JC-w:EWTJCW

est strictement positive, conformément a sa significapioysique.

v. Déterminez la(les) direction(s) des vectewrsorrespondant au minimum de I'énergie cinétique
sous la contraintw|| = 1.



SOLUTION TYPE

i. Par application de la formule du double produit vectoriel

(XAY)AZ=Y(x-2) =X(y-2)

avecx =b,y=cetz=(cAa),ona

(bAC)A(cha)= c[b- (C/\a)] —b[c- (C/\a)]
:c[b-(C/\a)]

ou on a tenu compte de I'orthogonalitée detc A a.
Des lors, il vient

(aAb)-[(bAC)A(cAa)] = (aAb)- (c[b- A a]])
= (aAb)-c[b,c,a] = [a,b,c]|[b,c,q]

= [a,b,cJ[a,b,c =[a,b,c]? = [a- (b AC)]?

vu la propriété de permutation circulaire du produit raixt

i. (a)
(b)

(©

Le vecteur nul d& est le point(0,0) situé a 'origine des axes.

L'espace vectorieF est de dimension 2 puisque les poifits0) et (0,1) forment une base
deF. En effet, d’'une part, ils sont linéairement indépendantisque

A1(1,0)+A2(0,1) = (A1,A2) = (0,0) = A1 =A2=0
et, d’autre part, ils sont générateursiRieu que
(%y) =x(1,0)+y(0,1) V(xy)€F

Puisqu’ils sont en nombre égal & la dimensiorFdkes points(a,b) et (a, —b) forment une
base de s'ils sont linéairement indépendants. Construisonsaamebinaison linéaire nulle
de ces points :

)\1(&, b) +}\2(aa _b) = ()\la+)\2ay)\lb— }\Zb) = (Oa O)

gue I'on peut écrire

bA1 —bA2 =0

G 5 6)=(0)

Ce systeme homogene admet la solution unigue A, = 0 uniquement si

{a)\1+a}\2:0

ou encore, matriciellement,

a a

b —bl = —ab—ab=—-2ab=0

Il faut donc quea et b soient difféerents de O pour que les poiriesb) et (a,—b) soient
linéairement indépendants et forment une base. de



ii. (a) A4 estnormale sh est normale, c’est-a-dire AiA* = A*A. On a

= T
« AT Ih-1 b Ih-1 b
((b*) 1> < b* 1)

et doncAA* = AA = A*A.
La matrice A est hermitienne et elle est donc normale ainsi que I'apjdicdinéaire 4
correspondante.

(b) 4 est unitaire s est unitaire, c’est-a-dire #i~1 = A* c’est-a-dire SAA* = I,,, soit si

* _ o ]In—l b Hn—l b o ]In—l 0
wom- (5 (5 - (5

En effectuant le produit par blocs, on obtient

apr _ (Tl a+bb™ Tnab+b-1\ _ (T 1+bb" 2
“\bTha+1b* bbb+l )T 26° bb+1

La condition est donc remplie si et seulemerti si 0.
En conclusion, la matricA n’est unitaire que $ = 0. Il en est de méme pour I'application
linéaire 4 correspondante.

(c) On ap(A4) = p(A). Vu la forme deA dans laquelle on trouvé, ;, on sait déja que
p(A) > n— 1. Pour en savoir plus, réduisons

1 0 O 0 by
0O 1 O 0 b,
0O 0 1 0 b3
A= :

0 00 _1 by
by b, bs -+ b 1

a une forme normale échelonnée.

En remplacant,, paré, —bif1 — byl — ... —bn_165_1, ON Obtient
100 .- 0 b
010 - 0 b
0 0 1 0 bs
0 0O 1 byq
0 0O 0 a,

ou

&y =1—byby —bobp — ... —bn_1bn_1
=1—|b2—|bpf?—...— |bp1/?=1—b*b=1—||b|?

On aura don@(A) =n—1sia,,= 0, c'est-a-dire sjb|| = 1.
Dans les autres cas, on a@@d) = n. Les conclusions sont les mémes pour I'application
linéaire 4 correspondante.

(d) La matriceA est une matrice carrée. 3i;' ouA ' ouA~t existe, alordA;t = A t=A"1,

Si ||b|| =1, alorsp(A) = n— 1 et I'inverse n’existe pas. Dans les autres cas, 'invexsse
Les conclusions sont les mémes pour I'application lireedi.

Question Il

Le systeme a résoudre peut &tre réécrit sous la foratdaielle Ax = b avec



1+ 1 1 1 X 1
1 14 1 1 y 1
A=l 1 1 g 1 | Tz P

1 1 1 1B t 1

Pour vérifier la compatibilité et résoudre le systeme réduit a une forme normale échelonnée la
matrice augmentée
1+8 1 1 1
1 1+ 1 1
1 1 14+p 1
1 1 1 1+

Pour ce faire, commencons par permuter les premiere éiguea lignes de la matrice afin d’éviter
une discussion d’emblée en fonction de la valeupdee.

1 1 1 1+
1 1+B 1 1
1 1 1+B 1
1+ 1 1 1 |1

Pour amener des 0 au niveau de la premiére colonne, onuttertsuite les opérations élémentaires

1 1 1 4B 1
0O B O —B 0
0O 0 B —B 0 (©)
0 B -B —BB+2)|-B

Afin de pouvoir diviser la deuxieme ligne p@ron écarte temporairement le casfbt 0. On obtient
alors successivement

[Alb] =

e

e

€1<—>f4

fz —)fz—fl
53 —>€3—€1
€4 —>f4— (1—|— B)El

eoul (o1 o 1 |
e la/B g o0 1 1 |o
ly— L4/
4T 0 -1 -1 —(B+2)|-1
10 1 2+B | 1
f1—>€1—€2 01 0 -1 0
by — la+ 05 0 0 1 -1 0
0 0 -1 -pB-3|-1
100 3+p |1
f1—>f1—f3 010 -1 0 (@)
by — la+ 13 001 -1 0
0 00 -B-4|-1
Afin de pouvoir diviser la quatrieme ligne paf3 — 4, on écarte temporairement le casfbg —4.

On obtient alors successivement

1 0 0 3+pB 1
010 -1 0
lamla/(B=4 | g 01 _1| o
0 00 1 |Yp+as
— 3 =1
o ti— @) (L0 0 O 1-[Fr/Bra] =Yera
0100 Y(B+a)
by — lo+ 4y
lg—s b3+ 1 0010 Y(p+a)
3T 0001 Y(p+a)
Dans le cas of # 0 et £ —4, la solution du systeme est
X 1
yl 1 1
z| B+4|1
t 1



Il reste a envisager les deux cas écartés précedemment

Si = —4, la matrice ) devient

100 -1]1
010 -1|0
001 -1|0
000 O0]-1
et le systeme est incompatible.
Si3 =0, la matrice (¢) devient
111 11
0 0 0 0|0
0 00 0|0
0 0 0 0|0
et la solution s’écrit
X 1 -1 -1 -1
0 1 0 0
)z/ =lo| M| o | T2 1 | T2 o |F MA2AsER
t 0 0 0 1

Question I

Les directions de rotation du solide pour lesquelles len@iat cinétique est paralléle au vecteur de
Poisson sont telles que (dans la bages,, €3)

Hc = Aw

soit

Jew = Aw
Les directions recherchées sont donc celles des vectmpeep dec.
La matriceJc étant symétrique, elle est également normale. Commte toatrice hormale de
dimension 3, elle posséde donc 3 vecteurs propres munetieorthogonaux qui déterminent
3 directions de rotation du solide;, E, et E3, mutuellement orthogonales, pour lesquelles les
vecteursw etHc sont paralléles.

. Dans la baseEi, E», E3 constituée par ses vecteurs propres, le tendeguest représenté par

une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sentvdkeurs propres correspondantes.
Déterminons donc les valeurs propresidequi sont aussi celles de la matri¢g, afin de vérifier
I'accord avec la matrice diagonale donnée.
Les valeurs propres di s’obtiennent en multipliant panR les valeurs propres de la matrice
Jc = Jc/mR. Les valeurs propres de sont les solutiona de detJc —AI) = 0, c’est-a-dire les
solutions de
8—A 2 -1
2 5-N 2
-1 2 8—A

Partant du principe que la valeur du déterminant resteaimghe quand on ajoute a une rangée une
combinaison linéaire des autres rangées, le déterminealculer s’écrit successivement

=0

9-A2 0 —-9+A

@1—)51—53 2 5-A 2
-1 2 8—A
0 0 —9+A

Ci—~C+C3 4 5—-A 2
-\ 2 8—A




En développant le déterminant selon la premiere ligneghiient
detJc —Al) = (A—9)[8— (5—A)(7— )\)] = (A—9)(=A2+12\ —27) = —(A — 9)2(A — 3)

On en déduit que les valeurs propres du tendgisont la valeur propre simpler®® et la valeur
propre double MR et qu’une matrice diagonale représentant ce tenseur esédgar
diag(3mR, 9mR, ImR?)
ii. Les vecteurs propres de la matride sont les mémes que ceux de la mattige

e Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 3 deJc sont les solutions/, non nulles de

N 5 2 -1 X
(JC — 3H)W1 =0 soit 2 2 2 y|l] =0
-1 2 5 Z

Réduisons la matrice du systeme a une forme normalddtiée

1 -2 -5
fl — —fg 2 2 2
5 2 -1
1 -2 -5
52—>€2—2£1 0 6 12
fs=la=50 \g 12 24
1 -2 -5
@2 —>€2/6 0 1 2
f3—>f3/12 0 1 2
1 0 -1
{1 — 01+ 205 01 2
fg—)fg,—fz 00 0

De I3,

1
w1 =Y1 (2) , YY1 €Rg
1

e Les vecteurs propres relatifs a la valeur projpre 9 deJc sont les solutionss non nulles de

. -1 2 -1 X
Jc—9)w=0  soit 2 -4 2 y| =0
-1 2 -1 z

Réduisons la matrice du systeme a une forme normalddruiée :

1 -2 1
€1—> —fl 2 —4 2
-1 2 -1

1 -2 1
62%62—261 0 0 0
3 — U3+ 01 0 0 0

De I3,

2 -1
W =Y ( 1 ) +V¥3 ( 0 ) , (Y2, vs) € R? avec(y,,ys) # (0,0)



Pour construire une base orthonormée, il faut choisis tvecteurs orthonormés parmi les vecteurs
propres identifies precedemment. Les vecteurs proglatifs a des valeurs propres differentes
d'une matrice symétrique sont orthogonaux. Le premietewecrecherché est donc obtenu en
prenant un vecteur unitaire relatif & la valeur propmeR8, c’est-a-dire un vecteur de composantes

1

1
Ei=—|-2
Ve \ 1

Il sera orthogonal aux vecteurs propres relatifs a I'auéeur propre.

Il faut ensuite choisir deux vecteurs propres unitairesréstogonaux parmi les vecteurs propres
relatifs & la valeur propre doubler@R.

Deux vecteurs propres linéairement indépendants f®latila valeur propre AR sont de
composantes

2 -1
Wy = 1 et wz= 0
0 1

lls peuvent étre orthonormés en appliguant la méthod&men-Schmidt, ce qui donne pour le

premier
w1 i
Vwalwe V5 0

E>

Pour le second, on calcule d’abord

-1 2 -1

-2 1 1
y3=w3— (Ex"wg) Ep = 0 — <—> —(1]1==2| 2
1 v5/) V5\g) 5\ 5

puis

Dés lors, les vecteurs

1
Ei=—(e1—2e+63)

V6

1
Eo,=— (261 +
2\/5(91 e)

1
Es=—=(-€e1+2e+5
3= g5 a2 t5e)

donnent trois directions orthogonales telles Hi¢eest paralléle @ si le vecteur de Poissan est
orienté selon une de ces directions.

L'énergie cinétique

Tc = > WTJCW

apparait (au facteur/2 prés) comme la forme quadratique construite sur baserdatiéce)c dont
les valeurs propres sont strictement positives. On enitigdeTc est définie positive, c’est-a-dire

1
Tc= éWTJCW >0, Vw#0

Le minimum d'une telle forme quadratique poufw( = vVw'w = 1) étant obtenu dans les
directions des vecteurs propres relatifs a la valeur groginimale, on en déduit que la direction
recherchée est celle des vecteurs propres unitaireifgelaa valeur propre BR, soit E;1 (ou
—Ey).



