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. EXAMEN
Prof. Eric JM.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. Simplifiez I'expressiorfa,a/ b,aA c] dans laquelle, b et c désignent des vecteurs de I'espace
physique tels que est une combinaison linéaire detb.

ii. Si les matrices-colonnes, xa,..., x, de R" sont linéairement indépendantes, montrez que
les matrices-colonnelxy, Axs,..., Ax, sont également linéairement indépendantes pour toute
matriceA de dimensiongm x n) telle que keA = {0}.

iii. On considére un espace vectoriel compl&x&t une application linéaird : E — E.
(a) Définissez I'application linéaire adjointe de
(b) Quand dit-on que I'application linéairg est normale ?
(c) En partant de la définition, déterminez I'adjointe @gplication (-2 — all) oua € C.
(d) Montrez que s# est normale, alor&4 — all) est également normale quel que soit C.
iv. Soit A =xy" olix ety désignent respectivement des matrices-colonnes el élements réels

tels que
m n
27 2t
i= =1

(a) Déterminez les dimensions de la matrice

(b) Enoncez les guatre relations définissant la pseudo-inEmme matrice et montrez, sur cette
base, quA T = yx'.

Question I

Déterminez toutes les solutions réelles du systéneaiia”

ax+y—az=a
X+2y—az=2a
—X—ay+2z=-2—a

en discutant s'il y a lieu en fonction du paramédre R.

Tournez la page.



Question llI

Soit la matrice

3 -1 1
S=o00|l-1 B O
1 0 B

(ou oo est un parametre strictement positif) représentants dare base orthonormée particuliere
{e1, e, e3}, I'application linéaireS qui associe le vecteur densité de courdrau vecteur champ
électriqueE parJ = S(E).

Déterminez la(les) condition(s) sur le parameétre fe@our que la dissipation d’énergi@|E) =
(S(E)|E) soit strictement positive quel que soit le champ élec&igunon nul appliqué.

Sion schématise la suspension d’'une voiture comme rei&si-dessous, alors les vibrations libres
de la voiture peuvent étre décrites par

Xl(t)) (Xl)

= coswt

(Xz(t) X

ou x;(t) et xx(t) désignent les élongations des amortisseurs placéarigete et a I'avant et ou les
frequences propres et les amplitudeX; et X, des oscillations des amortisseurs vérifient

mké+J mab—J

( kk 0 ) ( X1 > :wz (a+b)2 (a+b)2 < X, )
0 ke %o mab—J m&+J %2

(a+b)2 (a+b)?

Dans ces équationk, kz, m, J, a etb sont des constantes strictement positives désignargatggment
les raideurs des amortisseurs, la masse de la voiture, soremaentral d’inertie et les distances des
essieux au centre d'inertie. On se place dans le cas pa@ticiik; = ko = k, b=aetJ = 2ma’/3.

i. Déterminez les frequences proptes

ii. Déterminez les amplitudes; etX; des vibrations libres correspondant a chaque frequenngee
et décrivez qualitativement le mouvement correspondarta doiture.




SOLUTION TYPE

Le produit mixte[a,aA b,aA c| s’écrit
a-[(anb)A(anc)]
Puisquec est une combinaison linéaire detb, on ac=aa+ b et
anc=aA (aa+pb)=paAb

et des lors
(anb)A(anc)=(anb)AB(anb)=0

On obtient donc
a-[(anb)A(anc)|=0

ii. Les matrices-colonneéxy, Axa,...,Ax, sont linéairement indépendantes si

A1AX1 +A2AX2 + - ApAxp =0 = AM=A=---=A,=0
Or

AAXL+A2Ax+ - AAxn =0 =  AAxa+A2+ - Axp) =0
= AMxi+Axo+--Axpn=0

puisque0 est le seul élement appartenant au noya de
= AM=A=---=A=0

puisque lexs, xa,. . .,xn SONt linéairement indépendants.
On en déduit donc quéxi, Axs,. . ., Ax, sont effectivement linéairement indépendants.

iii. (@) Par définition, I'adjointe deq : E — E est I'applicationq* : E — E telle que,vx, y € E,

(AX)ly) = (x[A"(y))
(b) Lapplication 4 est normale si elle commute avec son adjointe, c’'est@siir
Aoq* =904
(c) Par définition, I'adjointe dé2 — a0) est 'application(2 — aD)" telle que,vx, y € E,
((2—aO)(x)ly) = (x|(2—aO)"(y))

Or, en transformant le membre de gauche, on a successivegnarttlisant la sesquilinéarité
du produit scalaire,

((A—ad)(¥)ly) = (A(x) —axly) = (A(x)ly) —a(x]y)
= (x|2*(y)) — (x[ay) = (x|2*(y) —ay)
= (x|(a* —a0)(y))

Dés lors, on a
(4—a0)" = (2" —a0)



(d) L'application (A4 — o) est normale si elle commute avec son adjointe. Or, on a d’arte p

(A4—a0)o(A—ab)’ = (4—ald)o(2*—dD)
= 404" -0A-04" +|af’0

et d’'autre part

(A—ab) o(A—0al) = (2*—a0)o(A—al)
= A" 0A4—-0aa" —aa+|al?0
= 404" —a4* —a4+|al?0

ou on a tenu compte du fait gueest normale.
Dés lors,

(A—a0)o(A—ab) = (42—ad) o(A2—al)
de sorte qué4 — alJ) est normale.

iv. (@) Six ety désignent respectivement des matrices-colonnes @& n éléments réelsx est
de dimensiongm x 1) ety" de dimensiong1 x n) de sorte que la matric& = xy" est de
dimensiongmx n).

(b) La matriceA* est la pseudo-inverse de la matrksi

AATA=A
ATAAT = AT
(ATA) =ATA
(AAT) = AAT

Veérifions ces 4 égalités en tenant compte du fait Juexy' est réelle et que les adjointes
peuvent donc &tre ici remplacées par les transposées.

e Ona
AATA = xyTyxTxyT = x(yTy) (x"x)yT = xy" = A
puisque
m m
x'x = inzzl et yTy:ny:l

i= =1

e De méme,
ATAAT = yxTxyTyxT = y(xTx)(yTy)x" = yx" = AT

e Ensuite,

(ATA) = (AA) = ATATT = (") (1) = yxTyT = A*A
e Etfinalement,
(AAH) = (AAH)T = ATTAT = () (xy ") = xyTyx" = AA*

On en conclut que la matrio®™ = yx' est bien la pseudo-inverse de la matrice

Question I

Le systeme a résoudre s’écrit sous la forme matricielle

a 1 -a X a
1 2 —-afly]= 2a
-1 —-a 2 Z —2—a



Il peut &tre résolu en échelonnant la matrice augmentée

a 1 -a a
1 2 -a 2a
-1 —-a 2 |-2—-a

Commencons par échanger les deux premieres lignes,t@mbb

1 2 -a 2a
a 1 -a a
-1 —-a 2 |-2—-a

Ensuite,

2 —a 2a
1-2a —a+a?|a—2a? (%)
2—a 2—a a—?2

e Sia# 2, on continue I'echelonnage en divisant la troisiemedigar 2— a et en la permutant
avec la deuxieme ligne,

by — lo—alq

1
0
b3 — f3+ 1, 0

1 2 —a 2a
0o 1 1 -1
0 1-2a —-a+a?|a—2a°
puis
01— b — 20 1 0 —a-2 2a-+2
(3 — l3— (1—2a)l 01 . 1
373 2 0 0 a+a—1|-2a2—a+1

Nous constatons que 4 a— 1 est nul si
N V5
2
et que—2a? —a+ 1+ 0 pour ces valeurs de
o Siae {(—-1++/5)/2,(—1—/5)/2}, le systeme est incompatible.
o Sia¢ {2, (—14+/5)/2,(—1—+/5)/2}, on continue I'echelonnage. On a successivement

1 0 —-a—-2 2a+2
ln s 3 01 1 -1
ST @21a-1 —2a2—a+1
00 1 |—H——
ac+a—1
—2a2—a+1 a’+a
1 0 0|2a+2+(a+2)| —4——"-|=—5——"—
+2+(@+ )< a+a-—1 ) a+a—1
61—>€1+(a+2)€3 —2a%—a+1 a2
N 010 —1- =
Uy — Uy — 13 a?+a—1 a2+a—1
00 1 —2a2—a+1
a2+a—1
La solution unigue s’écrit alors
X a’—a
y| =t 2 (#)
=————
z a+a-1 2a?—a+1



e Sia= 2, la matrice £) devient

1 2 -2|4
0 -3 2|-6
0O 0 0] O

L'échelonnage peut ensuite &tre poursuivi. On a sucgEssnt

12 -2 14 1 0 —-2/3|0
52 — —52/3 01 —2/3 2 51 — @1— 2@2 01 —2/3 2
00 0 |0 00 0 |0

Le systeme possede donc la solution

X 0 2/3
yl=1[(2]|+A[2/3 AeER (™
z 0 1

En conclusion,
e sia¢ {2, (-1++/5)/2,(-1—-+/5)/2}, la solution est donnée paby;
e sia=(—1++/5)/2, le systtme est incompatible ;

e sia= 2, les solutions sont données p&)(

Question llI

La dissipation d’énergie est donnée par
JIE) = (S(E)[E)
soit, matriciellement en exprimant les composantek @& dans la base;, &, €3,
(JIE) =ETSE

Cette forme quadratique est strictement positive quel qgitdeschamp électriqgu& non nul appliqué si
la matrice symétriqué représentant I'application linéaireest définie positive.

Par le critere de Sylvester, applicable ici puisque la iva est symétrique, ce sera le cas si et
seulement si les mineurs diagonaux principaus dent strictement positifs, c’est-a-dire si

300>0
03 _31 _[51':05(3[5—1)>0
et
3 -1 1
dmS=03|-1 B 0|=03(3B°—B—PB)=03B(3B—2) >0
1 0 B

Commeog > 0, ces conditions conduisent a
1 2
B>3 et Be|-w0[u|5ta

Ces conditions sont satisfaites simultanément et lagiisn d’é€nergie est strictement positive quel que
soit le champ électriquE non nul appliqué si et seulementf¥si> 2/3.



Siki=ky=k,a=betd= 2ma2/3, 'équation donnée s’écrit

5m m
(EOGE)= o w5
0 k )\ X m o 5m X
12 12
ou encore
(1O (X \_m? (5 1) /(X
01)\X /) 12\15)\X
soit

5 1 X1\ 1K [ X

15 X2 ) mw2\ X
Pour que cette équation admette des solutions non nulies I&gsysteme vibre), il faut que
A = 12k/mw? soit une valeur propre de la matrice

- (34)

Les valeurs propres desont les zéros de

5-A 1
1 5-A

':(5—)\)2—1:)\2—10)\+24:()\—6)()\—4)

La matriceA posseéde donc les deux valeurs propres 4 et 6 et les fréegi@napres recherchées
sont données par

12k 12k
mwy mws
c'est-a-dire
B 2k ot B 3k
w1 = m W = m

. Les mouvements de la voiture relatifs aux deux fregesnaropres sont donnés par les vecteurs

propres correspondants.
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 6 deA sont les solutions/; non nulles de

(A—6l)wy =0 soit <_11 _11> (2) - <8>

La matrice de ce systeme homogene peut &tre réduite forme échelonnée par des opérations
élémentaires. Commencons par échanger les deux ldgksmatrice. On obtient

1 -1
-1 1
puis, poursuivant I'echelonnage,

1 -1
bp — lo+ 104 (0 0)

X 1
wy = <X;> =0, <1>, o1 €Ro

Les vibrations a la frequence propoe sont donc caractérisées péar= Xo. L'avant et I'arriere
de la voiture oscillent en phase de sorte que la voiture tesiezontale a tout instant.

De I3,



¢ Les vecteurs propres relatifs a la valeur projpre 4 deA sont les solutions/»; non nulles de

(A—4Dw, =0  soit G D <§;> _ <8>

La matrice de ce systeme homogene peut &tre réduite foume échelonnée par des opérations

elementaires. Il vient
1 1
52 — fz — fl <0 0>

-1
W2=<§;>=0(2<1>, oz € Rg

Les vibrations a la frequence propoe sont donc caractérisées par= —X,. L'avant et I'arriere
de la voiture oscillent en opposition de phase de sorte queitare effectue un mouvement de
balancier autour de son centre d'inertie.

De I3,



