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Durée de Iepreuve : 4 heures.

Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux di#fentes questions sur des feuillé&pai€es.

Indiquez dans le coin sépieur gauche de chacune de vos feuilles vatrméro d’ordre, votre
nom de famille en MAJUSCULES et votr&pom en minuscules.

Rendez le carton avec votre néra d’ordre en néme temps que Vos copies.

i. Montrez que, pour toute matridecarrée et non singulier¢A*) 1 = (A-1)".

ii. Soit a un vecteur libre non nul de I'espace physigle Caractérisez géomeétriguement tous les
vecteurs tels que
[(xAna)Ax]Aa=0

iii. Montrez que toute application linéaire unitaifepréserve les distances. VX, y € E,
14(x) = Ay)|1? =[x -yl

ou || - || désigne la norme euclidienne habituelle.

iv. Montrez que si la matricA possede une inverse a gauo@kge1 alors la pseudo-invers&™ deA est
aussi une inverse a gaucheAle

v. Soit une matrice symétrique définie positive
(&) Montrez que tous les éléments diagonauAd®nt strictement positifs.

(b) Montrez que tous les éléments diagonauXAdsnt supérieurs ou égaux a la plus petite des
valeurs propres da.

Question I

On considére les matrices

3 4

12 -1 1
A:( > et B=;(0 -2
10 3 a\ 1 o

i. Montrez queB est une inverse a droite de
ii. Déterminez toutes les inverses a drokg' deA.

iii. Montrez que les matrices de la forndg* — B forment un sous-espace vectorielR Quelle est
la dimension de ce sous-espace vectoriel ?
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Question llI

On considére les élements @&

0
i 0
[ 1
i

Déterminez une base orthonormée de I'enveloppe lia&hes vecteurs,, xo etxs.

On considére la matrice

4 -1 2
A=|-2 4 -2
-2 1 0

i. Déterminez les valeurs propres et les vecteurs propgés d
ii. La matrice est-elle diagonalisable par une transfoionade similitude ? Justifiez.



SOLUTION TYPE

i. Par définition X est I'inverse deA* si elle veérifie

XA* = A*X =1 (t)

PuisqueA est carrée et non singuliére, elle posséde une inverdest on peut former la matrice
X = (A~1)". Celle-ci vérifie la condition (1) puisque

(A H'A = (AA Y =T =1
A A Y = (AIA) =T =1

Dés lors,(A*)~1 = (A1)".

. Les propriétés des produits scalaire et vectoridinie surE permettent de transformer I'eéquation

selon

0= [(xAa)Ax] Aa= [(x-x)a—(a-X)x] Aa

IXII* (ana) - (a-x) (xAa)
=—(a-x)(xAa)

puisqueana= 0.
Cette équation est vérifiee si et seulement si

a-x=0 ou anx=0

soit (a étant supposé non nul) si et seulement sst orthogonal ou parallelea&ce qui inclut le
cas ox = 0).

L'application linéaire4 étant supposée unitaire, elle est inversible et d'irvégale a son adjointe,
de sorte qued* o 4 = L.

En exploitant le lien entre la norme euclidienne et le prbdoalaire ainsi que la définition de
I'adjointe d’'une application lingaire, il vient successinent, quels que soierty € E,

1200 = Ay = (A(x) - A(y) | A(x) — A(y) )
(Ax=y) [A(x=y))
(x=y[ A" [A(x=y)])
(
(

X=y|[A"0Aa](x~y))
X—y|[x-y)
=[x —y|?

Notons d'abord que sA est de dimensions x n, alors toute inverse a gauchgl et la pseudo-
inverseA™ possedent les mémes dimensionsm.

La pseudo-invers@™ deA vérifie, entre autres, la relation
AATA =A
Si A posséde une inverse a gau@kgal, il vient, en pré-multipliant cette relation pAgl,
—IpApa+A _ pA-1
AgIAATA = ASTA

soit, puisqueAg‘lA =T,
ATA =T

ce qui montre qué™ est une inverse a gauche Ae



v. (a) Le caractéere défini positif de la matridese traduit par la condition
xTAx>0, Vx#0

En particulier, si on considése= e ol ek désigne la matrice colonne dont tous les éléments
sont nuls & I'exception d’'un 1 & la ligne(k € {1,--- ,n}), il vient

ekTAek:akk>O, ke{l,---,n}

(b) Nommonshmin et Amax la plus petite et la plus grande des valeurs propreA.dea forme
quadratiquex" Ax est telle que

Amin <X AX < Amax, V¥ x € R"tel que||x|| = 1.

On obtient le résultat annoncé en exploitant les vectgudsi premier item de cette question
(qui sont, par construction, de norme 1) :

Amin < 8k = ex' Aex, ke{1,---,n}

Question I

i. On calcule aisément le produit matriciel

3 4
1/1 2 -1 1/4 0
AB_Z(l 0 3) _01 _02 _21(0 4)‘112

ce qui montre qu est une inverse a droite de

ii. CommeA est une matrice de dimensionx3, les matrices inverses a droite sont de dimensions
3x 2.

Dés lors, recherchon@sg1 de la forme

a b
Ajt=|c d
e f

Cette matrice est inverse a droite Alesi
1 2 -1 c dl = 10
1 0 3 ~\0 1
e f

a +2c —e =1
b +2d -f =
a +3e =
b +3f =1

On peut considérer le systeme de quatre équations a@xmues ou remarquer que celui-ci peut
étre decomposé en deux systemes découplés de deatids a trois inconnues

Q
o)

c'est-a-dire si

at+t2c—e=1 ot b+2d—f=0
a+3e=0 b+3f=1

Ces deux systemes ne differant que par leurs termesendapts, les opérations élémentaires a
effectuer pour é€chelonner les matrices sont identiqugeent étre effectuées en parallele sur



les deux seconds membres.

Les deux systemes sont décrits par
12 -1|1 0
10 3|01
gue I'on peut échelonner par les opérations élemergéir— ¢, — (1
1 2 -1|]1 O
0O -2 4 /|-11
12 -11 0
0 -211/2 -1/2

10 3|0 1
01 —2|1/2 —1/2

Les solutions des deux systemes sont donc

g-(3() -
0-(1)+)

On en déduit que les matrices inverses a droite sont du type

puisly — —l2/2

=

et enfindy — 01— 2/,

et

-3\ 1-3u
Agt=|1/2+2n —1/24+2u|, AMER
A M

iii. Les matricesM = A;'— B peuvent s'écrire sous la forme
-3\ 1-3u 1(3 4 —-3(A+1/4) —3u
M= |(1/2+2\ -1/2+2u ~2 0 2= 2A+1/4) 2u
A U -1 0 A+1/4 U

OUA ety sont des constantes réelles quelconques. Pasank + 1/4, il vient donc

-3 0 0 -3
M=MAN|[2 O0]+ul0 2|, N, ueR
1 0 0O 1

ce qui montre que I'ensemble des matriddsest un espace vectoriel de dimension 2 puisque
chaque matriceM peut s’écrire sous la forme d’'une combinaison linéaireddex matrices
linéairement indépendantes.

Question Il

Appliquons la procédure d’orthonormation de Gram-Schimdadir construire une base orthonormée

de I'enveloppe linéaire des vecteurs (tenant compte dudai’ = —1 eti® = —i)
1 1 0
|1 i |0
Xl - 1 9 X2 - _1 bl X3 - 1
1 —i [



Un premier élément de cette base peut étre formé endinasit

1
X1 1 1
zZ1 = = =
X_lTxl 211
1
puisque
1
six=(1 11 1J o
1
1

Poursuivant la procédure de Gram-Schmidt, on calculeitensu

y2 =x2— (Z1' x2)71

1 1 1
i 1 i |11
=] 2@ Y 3,
—i —i 1
1 1 1
[ 1 . |1 [
—i 1 —i
On normey, pour trouver le deuxieme vecteur de base,
1
_ i
Valye=(1 —i -1 Q)|  [=4
—i
de sorte que
1
, y2 1 i
2: = —
V2ly2 2 __1
—i
On calcule ensuite
ys=x3— (Z1'x3)z1 — (Z2'X3)22
0 0 1 0
0 1 ol1(1 1 . ~]10]1
ol B LS ] B 1 B I A S U B B
i i 1 i
0 1 1 1—i
0 1 L1 1 i 1(i-1
ol B8 RSl B il B Bl R
i 1 —i i—1
On norme ensuitgs pour trouver le troisieme vecteur de baise,
1—i
1 . . i—1 1
—T
=—(1 —i—1 1 —i—1 | ==(2+2+2+2
¥a'ys= 15 (1+1 i +ioSi=) T =22+
i—1
de sorte que
1-i
I _V2li-1
3T . 4 | 1-i



Les vecteurs )
1 1-i
i V2 [i-1
4 | 1—i
1 —i i—1

z1==

forment une base orthonormée de I'enveloppe linéairevdeteurs donnés.

i. Les valeurs propres de la matridesont les solutions de I'équation caractéristique

4-)\ -1 2
detA—-Al)=| -2 4-N -2 |=0
-2 1 —A
Le déterminant se calcule suivant
4-)\ -1 2 2—A 0 2—A\
-2 4\ -2 |= -2 4—\ -2 (ll—)|1+|3)
-2 1 —A -2 1 —A
2—A\ 0 0
= -2 4—\ 0 (C3—> C3—C1)
-2 1 2—A\
= (2—MN)2(4-)\)

La matriceA admet donc la valeur propre double 2 et la valeur propre sidpl



Vecteurs propres relatifa la valeur propre double 2
Ce sont les solutions non nulles de

2 -1 2 X 0
(A—=2Dw =0, soit -2 2 =2 y =120
-2 1 =2 z 0

Réduisons la matrice du systeme a une forme normalddmtée. En divisant la deuxiéme ligne
par -2 et en effectuant une permutation circulaire des $igae obtient

1 -1 1
-2 1 -2
2 -1 2

puis successivement, en effectuant les opérations gajan

-1 l, =1+ 2 1 -11
-2 1 -2 — |2_n2 21 0 -1 0
2 -1 2 3T Al 0 1 0
= 1y~ tol
- s Tyt 1o 0 -10
3—I3+12 0 0 0
1 01
— |2 — —|2 010
0 0O
Les vecteurs propres relatifs\a= 2 sont donc donnés par
-1
w=y|l O ou y#0
1
Vecteurs propres relatifa la valeur propre simple 4
Ce sont les solutions non nulles de
o -1 2 X 0
(A—4w =0, soit -2 0 -2 y|=|0
-2 1 -4 z 0

Réduisons la matrice du systeme a une forme normaldamtée. En divisant la deuxiéme ligne
par -2 et en effectuant une permutation circulaire des $igae obtient

1 0 1
-2 1 -4
o -1 2
puis successivement, en effectuant les opérations gajan
1 0 1 1 0 1
-2 1 -4 — lo = 1,+2l4 o 1 -2
O -1 2 0O -1 2

10 1
— I3 —1z+15 01 -2
0 0 O

Les vecteurs propres relatifs\a= 4 sont donc donnés par

-1
w=a8| 2 ol 8#£0
1

ii. Comme la valeur propre double n'admet qu'un seul vecf@opre linéairement indépendant, la
matriceA n’est pas diagonalisable par une transformation de sirdéippuisqu’elle ne posséde pas
trois vecteurs propres linéairement indépendants.



