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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire léquoimotre compréhension du cours d’Analyse
Mathématique. Il est purement facultatif.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilsest conseillé de vous placer autant que possible
dans les conditions d’une interrogation normale : réparalex questions see), sans interrompre votre
travail, dans un délai maximum de deux heures et demie.

Dans le contexte de I'enseignement a distance et dudeél il n’est malheureusement pas possible
de corriger les copies individuelles. Il est cependant irtgyd que vous vous entrainiez a rédiger
entiérement les solutions. Des conseils pour une boneseptation des copies sont disponibles sur
www. ntmm ul i ege. be/ ensei gnenent / MATHOO013/ present ati on.

Vous devriez réaliser cette évaluation formative podufeli 23 novembre, date a laquelle une solution
type sera publiée. Une séance en direct sera organiaé@ackboard-Collaborate a une date ultérieure
pour que vous puissiez discuter de votre approche desdtitiés questions.

On considere le probleme différentiel
Y (%) +2y" (%) +Y (x) = [f(x) — f'(x)] e

oly(0) =0,y (0) =0 ety’(0) =0 et ouf € C;(R).
i. Justifiez 'existence d’une solution unigye= C3(R).
ii. Déterminez une intégrale premiére.

iii. Dans le cas ouf (x) = 1 pour toutx € R,
(a) résolvez completement le probleme ;
(b) déterminez des comportements asymptotiquegxjegourx — 0 etx — +co.

Question I

Le circuit primaire de refroidissement d’'une centrale gagke fonctionne en faisant circuler de
I'eau froide a la températur@, dans le coeur de la centrale. En supposant que la temp&fiatiu
coeur est uniforme, I'évolution temporelle dieest décrite par

dT
H‘FBQ(T—TM) =0

ou g et 3 sont des constantes non nulles décrivant respectiveraatihlit d’eau dans le circuit de
refroidissement et le coefficient d’échange thermiqueedietcoeur du réacteur et le circuit primaire
de refroidissement.

Si la température initiale (en= 0) du coeur esfy, calculezT (t) dans chacun des cas suivants.

i. Latempérature de I'eau du circuit de refroidissemengégale a une constanig, # To.

ii. Latempérature de I'eau du circuit de refroidissemearieven fonction dé selon une loiTiy ()
connue telle qué@, € Co(R).
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SOLUTION TYPE

On considere le probleme difféerentiel

Y (X)+2y" () +Y (x) = [f(x) — f'(x)] e
ouy(0) =0,y (0) =0 ety”(0) = 0 et ouif € Cy(R).

i. Le théoreme d'existence et d'unicité des solutions @eguations differentielles Appel au théoréeme :
linéaires assure I'existence de solutioBg(R) puisque I'équation d’ordre 3 est 1 pt
linéaire et que les coefficients et le terme indépendantt cantinus suiR . Hypothéses de
L'équation est du troisieme ordre et assortie de conulitauxiliaires fixant les valeurs linéarité et  conti-
dey, y ety’ enx = 0. Ces conditions sont des conditions de Cauchy, de sortaquewuité : 2 pts

solution du probleme différentiel est unique. Conditions de Cauchy
en nombre suffisant :
1 pt
ii. L'équation differentielle Totali. : 4 pts

Y () +2Y (0 +Y (%) = [F() = ' (x)] e
peut s’écrire

d d _
SV 00+ (0 +y(x)] = [~ F()e
de sorte que
Y' (%) +2y (%) +y(x) = —f(x)e *+C
ouC est une constante. En utilisant les conditions initialesa o Intégrale premiére
, . avec constante : 2 pts
C=yY'(X)+2¥(x)+y(x)+ f(x)e¥|,_,=0+2-0+0+ f(0) = f(0)
L'intégrale premiere recherchée s’écrit donc Détermination de la
constante : 1 pt
Y/(%)+2/(9 +Y(0) =~ f(x)e *+1(0) ¥

Total ii. : 3 pts
iii. (@) Sif(x)=1pour toutx € R, I'équation a résoudre est

Y' (¥ +2y" () +y () =e™

Il s’agit d’une équation differentielle linéaire noniogene. Sa solution générale
est la somme de la solution générale de I'équation h@megssociée et d’'une
solution particuliere de I'équation non homogéne, soit Structure justifiee par
la linéarité : 2 pts
Y(X) = Yn(X) + Yp(X)
Comme I'équation est linéaire a coefficients constaatspeut trouver la solu-
tion générale de I'équation homogéne en considémsizéros du polyndme ca-
ractéristique Polynéme ca-
ractéristique : 1 pt
Zéros du polynéme ca-

Celui-ci admet le zéro simple, = 0 et le zéro double, = —1 de sorte que la ractéristique : 1 pt
solution générale de I'equation homogéne est

L(2)=+22+z72=22+2z+1) = 2(z+1)?

Yh(X) = A+ (Bx+C)e™*
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Solution généralegy, :
OUA, B etC sont des constantes. 2 pts
L'équation étant linéaire a coefficients constantsaet 'erme indépendant de la
forme exponentielle-polyndme, on peut rechercher unatisol particuliere de
I'équation complete de la formg,(x) = Ex2e X ou le facteunx? tient compte du
fait que le coefficient de la variabbledans I'exponentielle est un zéro double du

polyndme caractéristique de I'equation homogénesspondante. Mise en oeuvre d’une
La constantd peut &tre déterminée en substituggiix) = Ex2e * dans I'equation méthode appropriée :
non homogéne. On a 2 pts

Yo(X) = —X’Ee *+2xEe
Yp(X) =X°Ee *—2XEe *+2Ee *—2xEe * = X’Ee *—4xEe *+2Ee
V(X)) = —X’Ee *+2xEe *—4Ee *+4xEe *—2Ee

— —x°Ee *46xEe X—6Ee

de sorte que, en substituant dans I'eéquation differbafie vient

—X’Ee *+6xEe *—BEe X+2(x’Ee X —4xEe *4+2Ee %)
—XEe X4+2XxEe X = e

soit
—2Ee =€
ce qui donn&E = —1/2. Solution particuliére :
La solution particuliere trouvée s’écrit alors 2 pts
l —X
X) = —=X€
Yp(X) >

et la solution générale de I'équation non homogene

y(X) = A+ (Bx+C)e ™™ —%x e

Les conditions initiales permettent ensuite de détermamconstantes, B etC.
On calcule successivement

1
y(x) = A+ (Bx+C) e‘x—éxze‘x; y(0) =A+C
1
y(x) = (B—Bx—C)e* —xe‘x+§x2e‘x; y(0)=B-C
1
y'(x) = —Be *—(B—Bx—C) e‘x—e‘x+xe‘x+xe‘x—§x2e‘x; y'(0)=—-2B+C—1

de sorte que

A+C=0
B-C=0
2B+C—-1=0
SOitA=-B=-C=1 Détermination des
Finalement, la solution du probleme s’écrit constantes : 2 pts
5 Solution du probléme :
y(x) =1- <1+X+X5> e X 1 pt

Total iii(a) : 13 pts



De facon alternative, on peut aussi déterminer la saiutio probleme a partir de

I'intégrale premiére obtenue en ii. en particularisagilesci au cas ouf (x) = 1,

soit Méme répartition des
Y'(X)+2Y(x)+y(x) =1—e* points pour la méthode

N , . res . L, R . L, alternative
Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire nonrogene. Sa solution générale

est la somme de la solution générale de I'équation h@megssociée et d’'une
solution particuliere de I'équation non homogéne, soit Structure justifiee par
la linéarité : 2 pts
Y(X) = Yn(X) +Yp(X)

Comme I'équation est linéaire a coefficients constaatspeut trouver la solu-

tion générale de I'équation homogéne en considémsizéros du polyndme ca-

ractéristique Polynéme ca-
L(2)=Z+22+1=(z+1)? ractéristique : 1 pt

géro du polynéme ca-

Celui-ci admet le zéro double= —1 de sorte que la solution générale de I'equatiofr=" - =~
ractéristique : 1 pt

homogeéne est
Yn(X) = (Bx+C)e™
Solution généralgy, :
ou B etC sont des constantes. 2 pts
Comme I'équation est linéaire, le principe de superpwsis’applique et on peut
rechercher une solution particuliéere de la forme

Yp(X) = Yp1(X) + Yp2(X)

ouyp1(X) etypo(x) sont respectivement des solutions particulieres de

Y'(0) 42y (x) +y(x) = F(x)

associées a
Fix) =1 et F(x)=—€*

Mise en oeuvre d’'une
Une solution particuliere relative B(x) s'identifie par simple inspection de méthode appropriée :
I'équation, soit 2 pts
Ypr(x) =1
Par ailleurs, I'équation étant linéaire a coefficiectgmstants et le second membre
F(x) de la forme exponentielle-polyndme, on peut recherchez solution
particuliere de I'equation compléte de la forme(x) = ExX?e* ol le facteurx?
tient compte du fait que le coefficient de la variakldans I'exponentielle est un
zéro double du polyndme caractéristique de I'équatiomogene correspondante.
La constant& peut &tre déterminée en substitugptx) = Ex?e* dans I'équation
non homogéene

Y'(x)+2 () +y(x) = —e™

Ona

Ypo(X) = —X°Ee *+2xEe ™
Vip(X) =X°Ee *—2xEe *+2Ee *—2xEe *=x°Ee *—4xEe *+2Ee

de sorte que, en substituant dans I'eéquation differbatie

¥Ee X—4xEe *+2Ee *42(—X°Ee X+ 2xEe ¥) +ExXe = —e ¥



soit
2Ee ¥ =—-¢*
ce quidonn& = —1/2 et
1,
Yea(x) = 53¢
La solution particuliere trouvée s’écrit alors

1 2 A—X
X)=1-—>x¢€
Yp(X) >
et la solution générale de I'équation nhon homogéne Solution particuliéere :

2 pts
1
y(X) = (Bx+C)e *+1— 5x2 e

Les conditions initiales permettent ensuite de déterm@weconstanteB etC. On  Détermination des
calcule successivement constantes : 2 pts

y(x) = (Bx+C)e X +1— %xz e, y0)=C+1

y(x) = (B—Bx—C)e* —xe‘x+}x2e‘x; y(0)=B-C

2
de sorte que
C+1=0
B-C=0
soitB=C=-1
Finalement,la solution du probleme s’écrit Solution du probleéme :
1pt
2
y(x) =1— <1+x+ E) e
Total iii(a), version al-
ternative : 13 pts
(b) Ona
Jm_y() =1
Comportement
de sorte que asymptotique a
y(X) ~1, (X— +o0) linfini : 1 pt
Par contre
limy(x) =0
x—0
et on ne peut déduire aucun comportement asymptotiquetiddicgte.
Cependant, la formule de Taylor appliquée a la solugienCs(R) déterminée au
point (a) permet d'écrire
!/ X2 1 X3
Y0) =Y(0) +Y (Ox+Y'(0)% +Y"(0)5 +O0¢),  (x—0)
ouy(0) =0,y (0) =0 ety’(0) = 0 et ou I'equation differentielle évaluée gr-0
permet de calculer
y'(0)=-2y"(0-y(0)+1=1
Des lors, ona Comportement
asymptotique en

5 zéro : 3 pts



y(x) = % +0(x*), (x—0)
ou
Y~ (x=0
Remarquons que ce résultat ne demande en réalité passdedre I'équation
differentielle. Le caractere 4 fois continment dakie de la fonctiory est bien

acquis puisque le théoreme d’existence et d’unicité steégtions de I'équation
linéaire assure quee C3(R) et que, de plus,

Y'(x)=-2y"(x)—y(x)+e* €CyR)

De facon alternative, en utilisant le développement de Maurin de la fonc-

tion e X
2

eX:l—x+E—§+O(X4), (x—0)

on obtient
X2 NG
y(x) =1— <1+x+ 5) (1—x+§ 5 +O(x4)>

=(1-1)— (x—x) - <X—22—x2+x—22> — <—§+§—§> +0(x), (x—0)

et I'on retrouve 8
)~ %, (x=0)

Le comportement asymptotique d’une fonction dans un \agsidoné
n'est pas unigue. Plusieur&ponses sont donc envisageables. Remarquons cepen-
dant que, rdame si

2
<1+x+ 5) eX~e (x—0)
on ne peut pagcrire que
2

X
1- <1+x+ 5) e¥~1-e% (x—0)

Ce raisonnement repose sur unéngralisation abusive des proj@ies de la
relation ~. Rappelons, Cf. (1.132), que

fi~vg,fovge A i+~ oi+02

L'expressionl — e * ne cecrit pas le comportement correct de la solution au
voisinage de l'origine puisque

1-e*~x%x, (x—0)
Total iii(b) : 4 pts
ToTAL QI : 24 PTS



Question Il

i. SiTi, est constante, I'équation differentielle Choix d’'une méthode
q de résolution appro-
d_-::—+Bq(T_-|'in) =0 pr{'ée :1pt

Mise en oeuvre cor-
est a variables séparables. On a recte de la méthode :
1pt
av___ / dt+C
T, )P
ouC est une constante, c’est-a-dire Solution générale
2 pts
In|T —Tin| = —Baqt+C Solution du probléme

(avec prise en compte
de la condition ini-
tiale) : 2 pts

d’ou
T-Thn=CeP® ou C'=+¢

La condition initialeT (0) = To implique To — Tiy = C* de sorte que la solution est
donnée par
T ="Tin+(To—Tin) e P*

Pas de point pour cette
remarque sur la solu-
tion singuliére

Pénalité de 1 pt si la
solution singuliére est
donnée et acceptée.
Total i. : 6 pts

Remarquons que la solution singuli€fe= T, n’est pas une solution du probléme
puisqu’elle ne vérifie pas la condition initiale= T.

De facon alternative, on peut écrire I'équation a tieke

dT
T BT =BT
Méme répartition des

et la considérer comme une équation différentiellediné non homogeéne. Sa solution0ints pour la méthode
générale est la somme de la solution générale de ItequAomogéne associée etalternative
d’une solution particuliere de I'équation non homogeswt

T(t) = Th(t) + Tp(t)

Comme I'equation est linéaire a coefficients constaotspeut trouver la solution
générale de I'equation homogéne en considéraneiesziu polyndme caractéristique

L(z) =z+Pq

Celui-ci admet le zéro simple= —3q de sorte que la solution générale de I'eéquation
homogene est
Th('[) = Ae’Bqt

OU A est une constante.
La solution particuliérél,(t) = Ti, s'obtient par simple inspection de I'équation non
homogene de sorte que

T(t) = Ae Pa4 T,
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La constanté peut étre déterminée en utilisant la condition initiale
TO)=To=A+Tn soit A=To— T
La solution du probleme s'écrit alors, comme ci-dessus,

T="Tin+(To—Tin) e P*

ii. SiTydépend de, I'équation differentielle s'écrit

daT
ot +BaT = BqTin(t)
_ _ _ o _ Identification/mise en
C'est une équation differentielle lineaire non homuegeSa solution générale est lagyjgence des parties
somme de la solution générale de I'équation homogérecée et d’'une solution homogeéne et non ho-
particuliere de I'équation non homogene, soit mogéne : 1 pt
Structure justifiée par

T(t) =Th(t) + Tp(t) la linéarité : 2 pts

L'équation homogéne associée estidentique a cellsideree eni. Comme I'équation
est linéaire a coefficients constants, on peut trouveoll&isn générale de I'equation

homogene en considérant les zéros du polyndme caisiitige Polynéme ca-
ractéristique : 1 pt
L(z) =z+Pq Zéro du polynéme ca-

o i : . ., i ._ractéristique : 1 pt
Celui-ci admet le zéro simple= —3q de sorte que la solution générale de I’equatlogolution (Z;énérarljé' ]
h -

homogene est

Th(t) = Ae Bt 2 pts
OU A est une constante.
La méthode de variation des constantes permet ensuitetdendher une solution
particuliere de I'equation compléte de la forme Appel a la méthode
de variation des
Tp(t) = ( / Cl(t)dt> Tu(t) constantes : 1 pt
ol Ty (t) = e B4 est une solution fondamentale de I'équation homogeéneciss et
ouCy(t) verifie Connaissance de la
Ca(t) Ta(t) = BaTin(t) méthode : 1 pt
soit
Ca(t) e P¥ = BqTin(t)
ou encore
Cy(t) = BqTin(t) €™
On a alors Expression intégrale
de la solution parti-
To(t) = B ( / Tin(t) ghat dt) o Bat culiere : 2 pts

De I3, la solution générale de I'equation non homogestelonnée par

T@)=<A+Bq/ﬂmwémm>eﬁm



En choisissant la primitive qui s’annule €g= 0, la prise en compte de la condition
initiale implique Choix de la primitive :
1pt

t s . .
To=T(0) = KAJF Bq / Tin(U) eﬁq“du> e—Bqt} —A Détermination de la
0 t=0 constante : 1 pt

de sorte que Solution du probleéme :

T = <T0+ BCI/Ot Tin(u) qu“du) g Pat 1 pt

Rappelons que l'utilisation de la &hode de variation des constantes
demande que &quation diférentielle soitécrite sous sa forme canonique, ce qui
est bien le cas ici. Si ce n'est pas le cas, il esténatif de diviser Iequation par
le coefficient de la &rivée d’ordre le plustlee pour faire apparére I'expression
appropriee du second membre. Total ii. : 14 pts

De facgon alternative, dans le cas particulier d'une &qonatlu premier ordre, la
méthode de variation des constantes peut étre applignéexprimant la solution

particuliere recherchée sous la forme Méme répartition
. des points pour la
Tp(t) =C(1)Ta(t) =C(t) e ™ méthode  alternative

N L. L i . ; ) que ci-dessus
ou C(t) désigne une fonction inconnue. Pour déterminer cejleiintroduit Ty(t)

dans I'équation difféerentielle compléte. Cela donne

C'(t)e Pt —BqC(t) e P! +BqC(t) e Pt = BgTin(t)

d’ou
C,(t) = BqTin(t) eha
et
C(t) = Bq / T (t) P dit
Ainsi

Tp(t) =Pq </Tin(t)esqtdt> o Bat

ToTAL QIl : 20 PTS



