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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire léquoimotre compréhension du cours d’Analyse
Mathématique. Il est purement facultatif. Les résujtatms ou mauvais, ne seront en aucun cas pris en
compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilsest conseillé de vous placer autant que possible
dans les conditions d’une interrogation normale : réparaiex questions se@), sans interrompre votre
travail, dans un délai maximum de deux heures.

Les copies seront reprises lors du cours théoriquetchovembre.
e Rédigez vos réponses aux deux questions sur des feléippasées.
e Sivous ne répondez pas a une question, rendez une felaiflette.
e Indiquez lisiblement votre nom en MAJUSCULES suivi de vgirénom en minuscules dans le coin
supérieur gauche de chaque feuille.
Des conseils pour une bonne présentation des copies spotdbles sur
www., nmmm ul i ege. be/ ensei gnenent / MATHO013/ present ati on

Soit le probleme différentiel

{cost(x) —sinxy(x) =1
y(0)=a

i. Sur quel ensemblg le théoreme d’existence et d’unicité garantit-il 'sténce d’'une solution
uniquey € Cy(E) ? Justifiez.
ii. Sans résoudre le probleme differentiel, montrez lqugérivéey’ (0) est indépendante de
iii. Déterminez la solution du probleme différentielrdale cas o = 1.

Question I

On considere un systeme mécanique modélisé sous faefa’une massen suspendue a
I'extrémité inférieure d’'un ressort vertical de longueaturellel et de raideuk. Le systeme présente
un mouvement unidimensionnel selon I'axe vertical. Daastaditions normales de fonctionnement,
le systeme est soumis a une force périodigséwot de pulsationug = y/k/m. Initialement, la masse
est abandonnée sans vitesse alors qu’elle se trouve agadar naturelle du ressort.

Si g désigne l'accélération de la pesanteur et g@st mesuré
vers le bas a partir de la longueur naturelle du ressatjuktion
differentielle du mouvement s’écrit

md2x
dt2

+ kx = mg+ F sinwgt

et les conditions initiales sont

X(0)=0 et %(O) =0

Déterminez la loi du mouvemer(t) du systeme.
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SOLUTION TYPE

, . i : e, . Linéarité : 1 pt
i. Sous forme canonique, I'equation differentiellecsié
Une cond. initiale
Y (X) —tgxy(x) = cosx pour éq. ler ordre :

1pt
Puisque I'equation est linéaire, qu'elle est du premiedr® et assortie d'une

condition initialey(0) = a et que les fonctions tget 1/(cosx) sont continues sur  tget1/(cosx)

lintervalle | — 1t/2,11/2] contenant le poink = O ou cette condition initiale est € Co(] — /2, 11/2|) :

imposée, le théoreme d’existence et d'unicité permiaffidner que le probleme 1 pt

differentiel proposé possede une solution unique (aing)a@ontiniment dérivable Conclusion par le

sur l'intervalle] — 11/2,11/2]. théoréme d’existence
et d’unicité : 1 pt

. , . L, Total i. : 4 pts
i. Enx=0, I'équation s’écrit p
Y(0)~1g(0) y(0) = —
cog0)
soit
y()=1
Ce résultat montre que la valeur yi¢0) est indépendante du paramétre Total ii. : 1 pt
iii. L'équation étant linéaire et non homogéne, sa 8olu générale est la somme deStructure de
la solution générale de I'équation homog8mex) et d’'une solution particuliere de la solution
I'équation non homogeéng,(X). (Y =Yn+Yp) présentée
théoriquement ou
L'équation homogéne s’écrit utilisée en pratique :
2 pts, dont 1 pt pour
Y (X) —tgxy(x) =0 la justification par la
. , o . , . linéarité
Il s'agit d’'une équation a variables séparables que ffeat exprimer sous la forme
d
Y _ tgx dx
y

Séparation des va-
Remarquons & ce stade que la fonctipr= 0 est une solution acceptable. Eniables : 1 pt
primitivant les deux membres de I'équation, on obtientispue cox > 0 sur

] - T[/Za T[/Z[,
1
Inly| = —In|cox|+C=In——+C
COSX

Soit, en prenant I'exponentielle des deux membres, Solution générale de

~ I'équation homogéne :

Yh(X) — L 3pt3
COSX

ouC est une constante réelle.

Remarquons que le cho® = 0 permet de retrouver la solutiof{ix) = 0 qui ne Traitement de la solu-
constitue donc pas une solution singuliere a consid&parément. tiony=0:1pt
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La méthode de variation des constantes permet ensuitetdendher une solution

particuliere de I'équation compléte de la forme Appel a la méthode
de variation des
Yp(X) = ( / Cl(x)dx> yi(%) constantes : 1 pt
ou y1(X) = 1/ cosx est une solution fondamentale de I'equation homogéneciss
et ouCy(x) vérifie Connaissance de la
1 méthode : 1 pt
Cy(x X)=f(X) = — :
100 Y109 = (0 = =
soit
Cl(X) =1
On calcule alors
/Cl(x)dx:/ dx =x
pour former la solution particuliere Solution particuliére :
o X 2 pts
Yo = Cosx

De facon alternative, dans le cas particulier d’'une &qoatlu premier ordre, la

méthode de variation des constantes peut étre applignéexprimant la solution

particuliere recherchée sous la forme Méme répartition des
3 points que ci-dessus

C(¥)

Vo) = COOYR(X) = 2

ou C(x) désigne une fonction inconnue. Pour déterminer cellerintroduityp(x)
dans I'equation difféerentielle compléte. Cela donne

C(x) , Cx)sinx C(x)sinx 1

COSX COZX COZX COSX

soit
C(x)=1 et C(x)=x

On obtient ainsi x

Yp(X) = cos

En rassemblant les résultats précédents, on peut explansolution générale sous la
forme - Solution générale : 1 pt
C X

Y = cosx ' cos

La constant€ est déeterminée en tenant compte de la condition iniiéde= 1 soit  Détermination de la
constante : 2 pts (dont

y(0)=C=1 1 pt pour la méthode)
Finalement, la solution du probleme differentiel pous 1 est Solution du probléme :
1pt
x+1
y(x) = —
cosx Total iii. : 15 pts

1. Dans le contexte de la recherche d’une solution paréimilil est inutile d’ajouter une constante arbitraire
a la primitive.



Remarquons aussi qu'un examen attentif de I'équatiorémifftielle permettait
d’identifier directement une intégrale premiere de ceild_équation differentielle
peut en effet s’écrire sous la forme

0 =cosxy(x) —sinxy(x) —1= dgx(y(x) COSX— X)

de sorte que
y(x)cosx—x=C
ou C désigne une constante d'intégration. La valeur de aglfieut &tre déterminée Total iii. avec intégrale
en utilisant la condition initialg(0) = 1, ce qui conduit a £ C. premiére : 15 pts
La solution du probleme difféerentiel s’écrit alors
X+1
y(X) = —

~ cosx
ToTAaL QI : 20 PTS

Question Il

L'équation
dx .
mW+kx: mg -+ F sinwot
Structure de
s’écrit aussi, sous forme canonique et en introduisgnt |/k/m, la solution
d2x = (Y = yn+Yp) présentée
F wix =g+ —sinuot théoriquement ou

i . o, R L utilisée en pratique :
Comme l'équation est lineaire et non homogene, sa solugenérale est la somme de, pts, dont 1 pt pour

la solution générale de I'equation homogene assoetéd’une solution particuliere de |, justification par la
I'équation non homogene, soit linéarité
X(t) = xn(t) +xp(t)
Comme I'equation est linéaire a coefficients constants,peut trouver la solution

générale de I'équation homogéne en considérantdessziu polyndme caractéristique  Polynébme ca-
ractéristique : 1 pt
Zéros du polynéme ca-
Celui-ci admet les zéros simplesg, = +iwg de sorte que la solution générale de I'équationactéristique : 1 pt

L(2)=2+uwh

homogene est _ _ Solution généralexy,
Xn(t) = Cp €40t 4-Cpe 1t sous forme complexe
ouC; etC, sont des constantes ou encore, sous forme réelle, ou réelle : 3 pts

Xp(t) = Acoswot + Bsinwgt

oU A et B sont des constantes.
Comme I'équation est linéaire, le principe de superpmsits’applique et on peut Décomposition  (ex-
rechercher une solution particuliere de la forme pliguée ou mise en

oeuvre) de la solu-
Xp(t) = Xp1(t) + Xpz(t) tion particuliere en

ouXxp (t) etxp(t) sont respectivement des solutions particuliéres assséi’ deux parties : 2 pts
F (dont 1 pt pour la
filt)=g et fut)= = sinwpt justification par la
linéarité)
Une solution particuliere relative fa(t) s’identifie par simple inspection de I'équation,
soit
g _mg

X = = —
pl w2 k
Valeur dexp: : 2 pts



Par ailleurs, la fonction singt est la partie imaginaire de la fonctioft'®. Comme
I'équation est linéaire a coefficients constants rashe solution particuliere de I'equation

d?x

F .
W + W(Z)X = E S|nW0t

peut étre obtenue en considérant la partie imaginairened’solution particuliere de

I'équation
d> 5, F ¢
W + WOX = E elwo

Le second membre deQf est de la forme exponentieIIe-ponn(‘)m@p(t)eAt
ou Py(t) = F/met A = iwg. Commeiwg est un zéro simple d&(z), on peut rechercher

une solution particuliere du type _
Kpo(t) = Cteot

Substituant cette expression daf¥,(il vient
) . . . F .
2iwoCe“ot —Ctw3 €40t +Ctws et = p gt

de sorte que

_F _iF
N 2iwom N 2wom
e iFt
)~(' t) = _— eiwot
p2(t) 200
On trouve donc
iFt . Ft Ft
Xpp(t) =0 ——— w0t | = — coswgt = — coswot
pe(t) ( 2om > 20om T 2vkm 0
et Ft
0(0) = X1(0) + Xp2lt) = 2 - > oS

La solution générale de I'équation s’écrit alors

. Ft
X(t) = Acoswot + Bsinwpt + mg__t CcOoSwpot

kK 2vkm

Les constanted\ et B peuvent étre déterminées grace aux conditions iefialu

probleme. On a, d’'une part,

x(O):A+@:O soit A:—@
k k
D’autre part, on calcule aisement
dx Awp Sinwgt + BwpCcoswot F COSwt-l—FtSin t
- = w w - —— SInw
ot 0 0 0 ot e ot + 5 0

de sorte que

dx F . F
gt (0) = Bwo N 0 soit K

Finalement, la solution du probleme s’écrit

F . Ft
X(t) = 9 (1— coswot) + == Sinwgt — ——— coswgt

k 2k 2/km

Détermination et va-
leur dexyy : 4 pts

Quelle que soit la
méthode adoptée, la
détermination correcte
d'une solution parti-
culiére xp(t) rapporte
au total 8 pts

Solution générale de
I'équation : 1 pt

Détermination des
constantes : 3 pts
(dont 1 pt pour la
méthode)

Solution du probléme
sous forme réelle : 1 pt

ToTAL QIl : 20 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

i. e Lapplication du théoreme d’existence et unicité dedrson doit étre justifiee en
faisant appel a la linéarité de I'equation differetig.

e Avant de vérifier la continuité des coefficients et du terindépendant de
I'eéquation, hypothéses du théoréeme d’existence etidite de la solution, il est
indispensable d’écrire I'équation sous forme canonignalivisant celle-ci par le
coefficient multipliant la dérivée d’ordre le plus é&ev’

e Pour justifier 'unicité de la solution de cette équatidordre 1, il faut disposer de
la valeur de la fonction inconnue en un paigt Ici, on ay(Xp) = 1 enxg = 0.

e Les résultats théoriques permettent d’affirmer que latemi existe et est unique
sur l'intervalle E contenant le poinky = O ou la condition initiale est donnée et
sur lequel les coefficients et le terme indépendant deidiégn écrite sous forme
canonique sont continus. Cet intervalle est dbre|l — 11/2,11/2].

Les réponses

|—-m/2+kmm/2+km ke Z] et R\{m/2+kmkeZ}

ne sont pas correctes. En effet, méme si des solutionsdadtion peuvent étre
écrites en dehors de-11/2, 11/ 2], la discontinuité des coefficients de I'equation aux
pointsTt/2+ kit (k € Z) rend ces solutions indépendantes de la condition iaitial
Elles ne sont donc pas uniques.

ii. On attendait ici un résultat syf(0), i.e. la valeur de la dérivée au poirt= 0. Il ne
faut pas confondre/(0) avec la dériveée dg(0), laquelle est nécessairement nulle
puisqu’il s’agit de la dérivée d’'une constante.

iii. e Lidentification d'une intégrale premiére permettaitrdsoudre tres facilement ce
probleme différentiel. L'équation étant linéair@, solution pouvait £galement étre
obtenue de fagon systématique en déterminant la solgémérale de I'équation
homogene (a variables séparables) et en lui ajoutansalugion particuliere de
I'eéquation compléte. Cette décomposition de la sotutioit impérativement étre
justifiee par la linéarité de I'eéquation.

e Les propriétés de I'exponentielle doivent étre maiteis. En particulier,

b _Aeh Lt

Quand, lors de la résolution par séparation des variabtesbtient

1
Inly| =In—+C
lyi o

on en déduit -
1 C 1
y=+¢€" = # +C
COSX COSX ' cosx

e Lutilisation de la méthode de variation des constantdle tfpue présentée dans les
notes de cours (page 203 de la version 2019-2020) demandiéquation soit écrite
sous sa forme canonique. Il est donc impératif de divigeuation par le coefficient
de la dérivée d'ordre le plus élevé pour faire appegdiexpression appropriee du
second membré (x) de la derniére équation du systeme a résoudre (@uquaté3
des notes de cours).



Question Il

e L'énonce faisait référence a une force périodiquequi permettait de lever toute am-
biguité quant a l'interprétation de I'expressibrsinwgt de cette excitation. En effet,
cette expression devait étre interprétée confs(wot) et non commeé- (Sinwo)t,
la seconde expression n’'étant pas périodique maisvédtrune croissance linéaire
de I'excitation.

Notons également que les expressionsugjret doncF (sinwg)t, ne sont correctes

d'un point de vue dimensionnel. Largument du sinus dans eincadre aurait

les dimensions d’une vitesse angulaifeo] = T~1) alors que les arguments des
fonctions transcendantes doivent toujours étre sansrdiime. Pour cette raison,

I'expressionF sinwpt peut toujours étre interprétée sans ambiguité comsig(wot).

e |l faut pouvoir s’adapter aux notations de I'énoncé. llaiconnue est la fonctiox et
elle dépend de la variabtell faut étre attentif a ne pas changer de notation en cours
de résolution.

e Le polyndme caractéristique associé a I'equation bgeéme s’obtient en remplacant
chaque dérivée par une puissancezdeorrespondant a l'ordre de dérivation. Le
polyndme caractéristique associé a I'equation

2
(;? +wix=0

s'écrit L(2) = 2+ wi? = 2 + w3 et pasL(z) = Z + w3z puisque le facteuw?

multiplie la fonctionx et pas sa dérivée premiere.

e |l est nécessaire de justifier theoriguement les méthalgerésolution utilisées. En
particulier ici,

x La séparation de la solution générale de I'équation elutisn générale de
I'equation homogeéne et solution particuliere de I'ation non homogéne doit étre
justifiee par la linéarité de I'equation.

x La détermination des solutions fondamentales de I'égndiomogene en utilisant
la méthode du polyndme caractéristique doit étre fléstipar le fait qu'il s’agit
d’'une équation linéaire a coefficients constants.

x La recherche d'une solution particuliere de I'équatiam homogéne en utilisant
le théoreme de superposition, c’est-a-dire en reclagmtckeparément des solutions
particulieres relatives a chacun des deux termes du danembre, doit aussi étre
justifiee par la linéarité de I'equation.

« L'utilisation de la méthode de I'exponentielle-polynénpour rechercher une
solution particuliere n’est possible que si I'équatiost énéaire a coefficients
constants et que le second membre est de la forme expoleptiyndme, c’est-
a-dire du produit d’'un polyndme et d'une exponentielléest parce que, en
plus, les coefficients sont réels qu'il est possible ici dehercher une solution
particuliere correspondant a une exponentielle imaginet d’en prendre ensuite
la partie imaginaire pour trouver celle qui correspond ausidu second membre.

e Rechercher une solution particuliere du typeoswot + Bsinwgt (ou A et B sont des
constantes) ne pouvait mener a rien dans cet exercice. @denmontre la méthode
de I'exponentielle-polyndme, le facteur multipliant lariable dans I'argument de
I'exponentielle du second membre est ici égalp&jui se trouve étre un zéro simple
du polyndme caractéristique de I'eéquation homogeriestonc une solution du
type At coswot + Bt sinwgt qu'il conviendrait de rechercher ou, de fagcon équivaent
avec la méthode de I'exponentielle-polyndme, une smiuBte«ot (ot C est une
constante).

o Méme si la méthode de I'exponentielle-polyndme est delplus adaptée dans ce
probleme, une solution particuliere pouvait étre obteen utilisant la méthode de
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variation des constantes. De trées nombreux étudiantstdise cette méthode mais
trés peu I'ont menée a bien, tant cette approche estdoergropice aux erreurs.
Nous reproduisons donc ici les développements et résudthin qu’ils puissent
corriger leurs erreurs. En particulier, il est indispertsatbécrire I'equation sous
forme canonique pour appliquer correctement la méthddet-a-dire ici, de diviser
I'eéquation par la massen multipliant la dérivee de la fonction inconnue d’ordre le
plus éleve.

La méthode de variation des constantes permet de détrmire solution parti-
culiere de I'equation compléte de la forme

t) = ( / Cl(t)dt> xa(t) + ( / Cz(t)dt> %a(t)

0U X (t) = coswpt etxx(t) = sinwet constituent un systeme fondamental de solutions
de I'équation homogéne associée a I'equation imt&lou les fonction€; (t) etCy(t)
sont obtenues en résolvant le systeme

Ca(t) Xo(t) +Co(t) x2(t) =0
Calt) % (1) + Calt) X5 (1) = g+ . sinet

soit
Ci(t) coswot +Co(t) sinwet =0
. F .
—C1(t)wo Sinwot + Co(t)wo coswet = g+ asmwot

On obtient successivement

, F .
C]_(t) = —g Sinwgt — —— SIHZWQt
wo Mwo
Co(t) g coswot + F COSwp SiNwgt
= — — w
2 o 0 . 0 0

et (en faisant le choix de primitives particulieres)

Ft F
Cy( ——co&;t + —— sin 2ugt
/ it o 2mug Amw? 0
/ Co(t) smwot 5 COS 2u0t
Mg
On peut donc identifier la solutlon particuliere
g Ft F . g . .
Xp(t) = — COSwot — 5—— + ——— SiN 2wot | COSwet + | —; SiNwot — 5 COS 2ugt | Sinwot
wh 2Mwo 4mw0 h) Mwg
= g SIHWQt
wg  2muwo w3

Remarquons que le troisieme terme de cette solution phgtie se combine avec le
terme en singt de la solution générale de I'equation homogene. On dfehaors
la solution générale

X(t) = Acoswgt + Bsinwgt + g Ft coswot + F Sinwot
= w - e w
0 0 wg  2muwo 0 4w 0

gui peut aussi s'écrire

X(t) =

wh 2Mmw

en introduisant une nouvelle constarie= B + F /(4mw3). Les constanted et B
peuvent ensuite étre déterminées comme dans la schyfien
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e Le probleme étudié représente une situation physifjaesolution finale doit donc
étre purement réelle. De méme, une inspection des diorenphysiques des termes
de la solution générale permet de repérer facilementenraur dans les exposants
des facteurs dimensionnels comag m, F ouk.



