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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire lé gaivotre compréhension du cours
d’Analyse. Il est purement facultatif. Les résultats, $om mauvais, ne seront en aucun cas pris
en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, il ¥@st conseillé de vous placer autant
que possible dans les conditions d’une interrogation nlermapondez aux questions sans aide
extérieure, sans interrompre votre travail, dans uni dedécatif de deux heures et demie.

Des conseils pour une bonne présentation des copies spoiiles sur
http://ww. ntmm ul i ege. be/ ensei gnenment / MATHOO013/ present ati on

On cherche a résoudre de fagon approchée I'équation

R (©)

i. En raisonnant graphiquement, montrez que cette équptissede exactement deux solutions réelles
etx, dontl'une est négative et I'autre est positive.

ii. En approchant le membre de droite par son polyndme difdiordre 2 au voisinage de 0, déterminez
des premiéres approximatiors < 0 etX, > 0 des deux solutions dé)j.

iii. En analysant le reste de la formule de Taylor, détegminne majoration de la difféerence entre les deux
membres de I'équation povr=X. .

iv. En approchant le membre de droite par son polyndme dbiTdiordre 2 au voisinage de, ; montrez
gu’une seconde approximation de la solution positiveddesst donnée par

1+ /494 16e— 4¢
2(2+e)

Question I

i. Ondit quef = o(g) au voisinage de&g lorsque
(Ve > 0)(V (x0)) (VX €V (x0)) : [F(X)| < €lg(X)|

Sur base de cette définition, montrez qué st o(g) et f» = o(g) alorsf; + f, = 0(g) au voisinage dg.

ii. Si f estréelle et continue sid, 1] avecf(0) = f(1) = 0, peut-on affirmer qu’il existe ug €]0,1] tel
que f’(§) = 0? Justifiez.

iii. On définit la fonction sinc par

sinx .
_ — Ssix#0
sincx = X
1 six=0

Montrez que la fonction sinc posséde une fonction régipea indéfiniment continllment dérivable au
moins sur0, 1[. Calculezg'(2/m).
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SOLUTION TYPE

i. Les graphiques des fonctions constituant les deux mesydeééquation Représentation  gra-
X phique qualitativement
345X = e correcte : 2 pts
Caractéristiques

peuvent étre esquissés comme suit en exploitant le fatlgumembre de gauche numériques  de
décrit une parab.ole avec concavité vers le bas, dont leimuemx est situé en parabole : 1 pt
(1/4,49/16) et qui sS'annule ex = —3/2 etx = 2.
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Conclusion : 1 pt

Les deux courbes se croisent une fois|suB/2,0] et une fois sufl/4,2[. Ces deux Totali: 4 pts
intersections constituent les seules solutiengtx, de I'équation.

ii. L'application de la formule de Taylor a I'ordre 2 au visiage de I'origine demande
que la fonction soit réelle, deux fois continiment déble sur[0,x] (ou [x,0] si f réelle : 1 pt
x < 0) et trois fois dérivable syo,x[ (x,0[ six < 0). C’est bien le cas de la fonction Autres hypothéses
f(x) = € puisqu’elle est réelle et indéfiniment continlmentiiésle surR. 2 pts, ok sif € Co(R)
Pour toutn € N, on a
fx)=¢, fN0)=1
de sorte que le polyndme de Taylor d’'ordre deux est donné pa Polynéme correct
5 ) (établi ou reproduit) :

Po(X) = f(0)+f’(0)x+f”(0)xE :1+x+xE 3 pts

Introduisant cette approximation dans I'équation comdd, on a
2

X X
342 -x2=1 z
5 X=Xt (&)

soit, aprées simplification, Racines correctes
3 +x—4=0 2 pts

Les racines de cette équation fournissent les approxdmatiecherchées
§ =-4/3, % =1

des solutions de I'eéquatior){. Total ii : 8 pts
iii. L'application de la formule de Taylor conduit &

F(X) = P2(x) + Ra(%)

ou, pourx > 0,



Expression du

X33 3 reste  pour Taylor
Ra(X) = Qf( /(&) = ﬁe«i et &€]0x a lordre 2 : 2 pts
La differenceA(x) entre les deux membres de équation, aussi appelésitiurgest dont 1 pt pour la
donné par localisation de,
_ X 2\ _ _ X _ 2
A(x):e?‘—<3+2 x)_ng(x)+i7(2(x) (3+2 x)
EnX,, puisquex; est solution ded), on obtient Démonstration de
% A1) = Re(1) : 1 pt
DR = PR+ Relf) - (3475 5 ) = RelR.)
soit 1
A =R(1) =€ ou  E€)01]

Expression deRy(1) :
La fonction exp étant strictement croissante sur son doende définition, et en 1 ptdont 0.5 pt pour la

particulier su0, 1], |€* | < e* = e. Ceci fournit la majoration localisation dé,
e Majoration : 2 pts
AW < o
Total iii : 6 pts

Cette majoration du résidu ne permet pas d’étre tpisraste par rapport a la qualité

de l'approximation dex; parX, = 1. Cette premiére approximation peut cependant

étre utilisée pour rechercher une meilleure approxiomagin développant la fonction

exp autour de; . Hypothéses : 1 pt.

Ici encore, I'application de la formule de Taylor a I'ordteu voisinage de 1 peut étre

justifiee par le fait que la fonction exp est réelle et ifiminent continment dérivable

surRR. Le polyndme de Taylor correspondant est donné par Polynéme de Taylor a

1 l'ordre 2 : 3 pts

P2r(x)=f(1)+ (1) (x—1)+ > /(1) (x— 1)2

1
=eltel(x—1)+ > et(x—1)2
En substituant cette nouvelle approximation de la foncégp dans I'équation de
départ, on obtient
X 1
3+3 —x=et+e(x—1)+ Ee(x— 1)2
soit, apres simplification, Equation  approchée

correcte : 1 pt
(2+e)x*—x—(6—€)=0 P

Cette équation du second degré posseéde deux racinesistdonnées par Racine positive cor-
recte : 1 pt
L 1E/1746-e) 219 p
12 = 22+e)

et dont seule la solution correspondant au sigresst positive. Celle-ci constitue donc
la nouvelle approximation recherchéexde soit, comme annoncé,

1+ 49+ 16e—4¢€
2(2+¢€)

La figure ci-dessous illustre les approximatiofis et 25 de la fonction exp ainsi
que les approximations correspondantesxde Elle témoigne de la qualité de
I'approximation de la solution correspondanfz

-
Xy =

3



Total iv : 6 pts

ToTAL QI : 24 PTS
Question I

i. Si fy =o0(g) et f, = 0(g) au voisinage d&g, on peut écrire, en vertu de la définition

de la notation “est négligeable par rapport &”, Traduction des hy-
. pothéses aved # Vs :
(Ve > 0)(FV1(x0)) (VX € V1 (%0)) : [T2(X)] < 519(0)] 1 pt
Identification deVs :
(Ve > 0)(IV2(x0)) (VX € V2(x0)) : [f2(¥)| < Sl9(¥)| Gestion des : 1 pt
Dés lors, on a Valeur absolue de la
somme inférieure a la
(Ve > 0)(3Va(xo) = Vi(X0) NV2(X0) ) (VX € V3(X0)) : somme des valeurs ab-
€ € solues : 1 pt
009+ 2001 < [0+ 1201 < (5+5) 1000 =€\ panonce. 0/4 si

démonstration se ba-

ce qui traduit la relation .
sant sur les limites.

fi+f2=0(g), (X— o)
Total i : 4 pts
ii. FAUX.

L'énoncé correspondrait a un cas particulier du teéwr de Rolle si la fonctiorf
était dérivable suj0, 1[. Faute de cette hypothése, on peut aisement trouver areeon

exemple qui contredit I'@noncé proposé. Par exemplration Contre-exemple
correct : 2.5 pts si
1 1 I hi
f(x)=2—|x—2 seulement graphique,
2 2 4 pts si expression

dont le graphique est illustré ci-dessous est réelletimoa surR avecf(0) = f(1) analytique def (x)

mais son graphique ne comporte aucun point ou la tangenteogzgontale, c’'est-a-

. . N Lo 1/4 si  “Faux car
dire aucun point ou la dérivée s’annule.

il manque une hy-
f pothése pour appliquer
le théoréme de Rolle.”

1/2f
0/4 si “Faux” ou

“Vrai” sans justifica-
tion.

Total ii : 4 pts



ii. On releve d’'abord que la fonction sinc s’annule unenpiére fois sur]O,+o[ en
X =Tt On a aussi )
. sinx
lim —=1
x—=0 X
de sorte que sine Cy(R). Identification de]O, (]
Pour appliquer le theoréme d'existence et de dérivadies fonctions réciproques atel que sing(]0, 1) =

f = sinc et justifier I'existence et la régularité de= sinc* sur]0,1[, on note que ~ 10,1[: 1.5 pts

e la fonction sinc est réelle et indéfiniment continime@tiehble surO, 11 ; sinc € C(]0, 1) : 1 pt
e la fonction est strictement décroissante |8t avec Mention de I'hyp.f’ <

, O sur]0,1( : 1 pt

f'(x) = m <0 surcetintervalle; Expression de f’
X 0.5 pt
Ce résultat peut étre justifie en remarquant que le sigrfé st €galement celui

de son numérateur et que Justification def’ < 0

sur]0,1 : 2 pts

%([xcosx— sinx| = —xsinx < 0 sur]0, T

Le numérateur est donc nul en= 0 et strictement décroissant g@; 1. Il
en résulte que le numérateur est strictement négatifcstiintervalle, tout
commef’.

e sing]0,17) =0, 1[.

Par le theoréme d’existence et de dérivation des fonstiéciproques, on en déduit
que la fonctiorg = sinc! est définie est indéfiniment continiment dérivabld@ul.  Conclusion : 0.5 pt

Le mé&me théoreme affirme que, pour tgwt]0, 1], Expression
1 générale/théorique
giy) = ——— ded : 1pt
Fgy

Le pointx = g(y) intervenant dans cette expression, a trouver ¢ans, est tel que

y = f(x), ce qui se traduit en particulier poye 2/1t par Identification dex =
) /2 :1pt
2 sinx T
—=— = X==
T X 2

On calcule ensuite

#(r/2) = (/2) COS((],TT//ZZ));Sin(H/Z) _ _%

et on obtient finalement Valeur de
g(2/m = _; g(2/m :1.5pt

Le raisonnement ci-dessus peut augiie adapké a la fonction Eéciproque qui
correspondraita la solution x| — 1, 0] de y= sincx. Dans ce cas, f est strictement
croissante et inéfiniment continumentédivable sur] — 1t,0[ avec f(] —m,0[) =]0,1]
de sorte que g C..(]0,1]) et ¢(2/m) = 2/4.
que g C(10. 1)) et d(2/m / Total iii : 10 pts
ToTAL QI : 18 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

i. La représentation graphique précise des fonctibpg = 3+ x/2 — x? et g(x) = €
était nécessaire pour pouvoir déterminer leurs intdies. Sans calculer le sommet
et les racines de la parabole, on ne pouvait pas conclurd gudvait deux
intersections.

De fagon générale, il est souvent utile d’appuyer ssoraiement sur une représentation
graphique, méme lorsque ceci n’est pas demandé expiieite

i. e On sera attentif a vérifier les hypotheses correctes figraule de Taylor. Pour
appliquer cette formule a I'ordre 2, il faut gdesoit réelle, 2 fois continliment
dérivable surf0,x] (ou [x,0] si x < 0) et 3 fois dérivable sur I'ouvelD, x| (ou
|x,0[ six < 0).

e |l n'est pas correct d'écrird (x) = P»(X). La fonction n'est pas égale a son
polyndme de Taylor. La formule correcte d$k) = P (X) + R2(X).

. e Quand on écrit le rest®»(x) = §f(3)(2), il est indispensable de localisér

Ici, puisque la formule est appliquée enxix 0, on ag €]0,X[.

De fagon générale, quand on introduit un nouvel él&r@n un nouveau
parameétre dans une développement ou un raisonnememtytilpféciser ce
gu'est ce nouvel élément.

o |l fallait établir, comme dans la solution-type, que laf&liénce entre les deux
membres de I'équation eq [ c’est-a-dire le résidA(X, ), était égale &,(X,.).
Il ne fallait pas simplement le supposer comme on trouve dansombreuses
copies.

e Le caractére croissant de I'exponentielle fait ici eneapie la majoration du
reste est réalisée en remplacé&piar sa borne supérieure. On sera attentif au fait
que la majoration n’est pas toujours réalisée de cettenfdde facon générale,

il faut examiner le comportement de I'expression a majpair dégager une
majoration.

iv. A chaque application de la formule de Taylor, il faut &énanles hypothéses pour
justifier le domaine de validité de la formule écrite.

Question I

i. e La définition de %" via des limites n'est pas générale et ne peut donc se
substituer a la définition générale reprise dans Hego Comme demandé
explicitement, c’était bien “sur base de cette définitign'il fallait mener la
démonstration demandée.

Une lecture attentive de I'enoncé est nécessaire pppondre de fagon appro-
priee a la question posée, en considérant le cadre ayfmstheses définis par
celui-ci.

e Latraduction correcte des deux hypothées o(g) et f, = o(g) au voisinage
dexo demande de faire apparaitre des voisinAgés) etV»(Xo) differents pour
les deux fonctiond; et f,. La définition permet en effet d’affirmer I'existence
d’'un voisinageV (xp) permettant la majoration de chacune des fonctions. Par
contre, rien ne dit que ces voisinages sont les mémes paulelex fonctions.

6



Le voisinageVs(Xp) intervenant dans la thése est quant a lui lié aux voigisag
introduits dans les hypothéses : il en constitue I'intetis@, puisque les deux
hypothéses doivent y étre vérifiées.

De facon générale, chaque fois que le quantificateuteariel 3 apparait dans
une expression, la chose dont on affirme I'existence pepgritére de tout ce
qui préceéde. Ce n’'est pas le cas des éléments introdaitdée quantificateur
universelv.

On rappellera que la valeur absolue d’'une somme est toujpfgeure a la
somme des valeurs absolues,

11200 + f200] < [f109] + [ f2(x)]

Quand on demande si un énoncé est vrai, la réponse daownpeut étre que

“OUl, il est vrai” (c’est-a-dire toujours vrai) avec unemhonstration générale
ou “NON, il est faux” (pas toujours vrai, voire toujours fguxvec un contre-

exemple (ou plus rarement une démonstration). Répondesl’§noncé est

vrai moyennant certaines hypothéses supplémentaiest pas une réponse
correcte.

Quand on donne un contre-exemple. Il faut montrer qu'ilfieetes hypotheses
de I'eénoncé et qu'il en contredit la these.

Un contre-exemple donné uniqguement graphiquement nesaitffias. Il fallait
donner I'expression analytigue de la fonction pour prouiexistence de ce
contre-exemple.

Un extremum absolu sur un domaine borné ne se situe pasfierdt’en un point
stationnaire de la fonction (point ou la dérivée s’am)ull peut aussi se situer
sur la frontiere du domaine ou en un point ou la fonctiorshjis dérivable. Ici,
I'hypothése de dérivabilité n'est pas donnée. On pewiccchercher un contre-
exemple basé sur une fonction présentant un point angwdemme dans la
solution-type.

Le théoréme de Rolle n'est pas applicable ici puisquepdikiese de dérivabilité
de la fonction n’est pas donnée. Ce théoréeme ne donndahejondition
suffisante de présence d’'un point ou la dérivée de latimme’annule, le fait
gu'il ne soit pas applicable ne permet pas de justifier quétivele ne s’annule
en aucun point.

Rappelons qu’une fonction continue n’est pas forcémerivable.

Malgré la similitude trompeuse des notations, il ne faus panfondre la
fonction réciproquef ! avec Y f, I'inverse de la fonction.

Beaucoup trop peu de réponses s’appuient sur le théodsmistence et de
dérivation des fonctions réciproques. Ce theéoremeegztndant au coeur de la
reponse a formuler pour ce type de question. |l convientseaulement de I'uti-
liser mais aussi de le mentionner explicitement pour jestift raisonnement
suivi et les résultats obtenus. Plus généralementyldra méne un raisonne-
ment utilisant un résultat théorique, il convient de rcite résultat ou theéoréme.

Le théoreme d'existence et de dérivation des foncti@mproques permet
de justifier I'existence de la fonction réciproque et decaldr la valeur de
sa dérivee en chaque point de son domaine de dérialsiditis déterminer
I'expression explicite de la fonction réciproque. La foan réciproque de sinc
ne s'exprime pas au moyen de fonctions connues, ce qui ®eneppas de
répondre a la question posée.



Lintervalle ]0,1[ cité dans I'énoncé de la question y est présenté coneme |
domaine de définition de la fonction réciproque. Cet wdbe ne doit pas étre
confondu avec le domaine de définition de la fonction sinaunuintervalle
dans lequel varie I'argument de cette fonction. Pour répsm la question, il
convenait donc d’identifier un intervalle, b tel que sin€]a,b[) =]0,1]. Ceci
conduit a identifief0, 7q ou] — 11,0].

On ne peut justifier le caractére monotone de la fonctior/sipar le fait que
cette expression est le quotient de deux fonctions crdissasur|0,11/2[. Le
guotient de deux fonctions monotones n’est pas nécessaitemonotone.

Dans I'énoncé, on demandait de calculer la dérivée derletion réciproquey

au pointx = 2/1t Contrairement & ce qu’on peut lire dans beaucoup de copies
cette dérivée est l'inverse de la dérivée de la fonctivacte au poing(x), pas

enx lui-méme.

Il nétait pas nécessaire de calculer la dérivée de fectfon sinc enx = 0.
Cependant, si cette valeur devait étre requise, on not@elane peut &étre
calculée en évaluarill) = 0, i.e. en dérivant simplement la valeur particuliere
prise par la fonction a I'origine. On devrait revenir & kfidition de la dérivée
pour évaluer

dsincx __sinch—sinco St
=lim —— =lim
dx |, h-=0 h h-0 h
__sinh—h -4 0(hd)
= = lim=3—_—\ / _
Sl — A0 h? 0

Certes, le résultat est ici identique, mais ceci constlaueseule facon de
calculer la dérivée d’'une fonction en un point ou elledgfinie par une valeur
particuliere.

Les copies font apparaitre beaucoup trop d’erreurs dacaldel de la dérivee
de sirx/x ou dans le calcul des valeurs particulieres dexsibe telles erreurs
sur des compétences de base doivent impérativemeré\étees.



