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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire l¢ gaivotre compréhension du cours
d’Analyse. Il est purement facultatif. Les résultats, $om mauvais, ne seront en aucun cas pris
en compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, il y@st conseillé de vous placer autant
que possible dans les conditions d’une interrogation ntrma&pondez aux questions sans aide
extérieure, sans interrompre votre travail, dans uni éédécatif de deux heures.

e Indiquez lisiblement votre nom et votre préenom en MAJUSCULES ainsi que votre
matricule (Format 2023. . .) aux emplacements @vus.

e Rédigez vos éponses aux questions dans les emplacements videéyarsa cet effet
sur I’énonc. Si vous manquez de place, terminez votreéponse sur une ou plusieurs
pages que vous ajouterea la fin du questionnaire. A l'endroit pr évu, indiquez
clairement en majuscules et dans un cadre que votreéponse continue sur une page
supplémentaire. Sur cette page com@mentaire indiquez le nunéro de la questiona
laquelle se rapporte votre Eponse.

e Soumettez vos copies (toutes les pages, dans 'ordreéme celles sur lesquelles vous
n’auriez pas écrit) via Gradescope (www.gradescope.com) au plus tard po le 28
novembrea 10h00.

Des conseils pour une bonne présentation des copies spoiiles sur
http://ww. ntmm ul i ege. be/ ensei gnenment / MATHOO013/ present ati on

Le modele mécanique de I'oscillateur amorti a un degriabrté est caractérisé par I'equation différdidie

mX = —cX—kx ou X—dx et X’—dzx
- ~dt Cdt2

et ou les constantas, k et ¢ sont strictement positives et représentent respectinetaenasse du mobile, la
raideur du ressort et la constante d’amortissement. Orid&rnesque ce mobile est abandonnéten0 sans
vitesse X'= 0) enx = Xo.

i. En résolvant ce probleme différentiel dans le cacedi2v/km montrez que la loi du mouvement du
mobile fait apparaitre des oscillations périodiquesnphtude décroissante décrites par

X(t) =e ™ ([3 coswt + ysinwt)

ou les constantes, 3, y etw sont a déterminer.
ii. Déterminez la période des oscillations amortiesridés en i.

Question I

Pour modéliser la propagation d'une épidémie dans lailadipn, on peut décomposer celle-ci en deux
groupes correspondant respectivement au noxibyel’individus sains mais susceptibles d’étre contaminés e
au nombrey(t) des individus infectés et contagieux.

Si on suppose que le taux de propagation de I'épidemierepbgionnel a la frequence de rencontre entre
individus sains et individus infectés, I'évolution desriablesx(t) ety(t) peut étre décrite par

dx
dat = PXY
dy
dat P

ou 3 est une constante positive. On consid&i® = X # 0 ety(0) = yp # 0.
i. Montrez que la population totale est constante dans celagthortalité nulle).
ii. En exploitant le résultat établi en i., détermineg &volutions temporelles det) ety(t).


http://www.mmm.uliege.be/enseignement/MATH0013/presentation

SOLUTION TYPE

i. L'équation differentielle Justification de Ila

mX = —cX — kX méthode  par la
linéarité et les coef-
ficients constants
1pt

est une équation linéaire homogene a coefficients aotstlu 2eme ordre. Elle s’écrit
sous forme canonique
., C. k
X4+ =X+ —=x=0
m m
Nous considérons le polyndme caractéristique associé Polynéme ca-
ractéristique : 1 pt
o k
L) =P+ =z2+—
m m

Le réalisant de I'equation du second degré

c Kk
Z+-z+—=0
m m
s’écrit Réalisank 0 : 1 pt
_S Kk
P=%  "m

Il est strictement négatif puisque< 2v/km Posant

Ak
“Vm e

ol o > 0, on peut donc écrire les zéros du polyndme caradtfsstsous la forme  Zéros : 2 pts

c i cC .o
ZHop=—— 4/ p=——tiz
12= "o TV PE =5

La solution générale de I'equation homogene s'édnitsa

X(t) = Clexp(—%1 +i %t) +C2exp<—2C—rtn —i %t)
N exp(é—ﬁ}t) [Cl exp(i %t> T exp(—i %tﬂ Solution générale sous

. forme réelle : 3 pts,
ouC; etC, sont des constantes complexes. A
2 pts si uniquement

Le probleme étant posé daiis la solution doit tre exprimée sous forme réelleg, . q complexe

c’est-a-dire
X(t) = exp(Z—ﬁf) [Acos(%t) + Bsin (%t)}

Les constanteA et B peuvent étre déterminées grace aux conditions iagidDbna  Détermination des
constantes : 2 pts
X(t) = —ex —d [Acos(at> + Bsin<0t>]
~2m P\ 2m 2 2

+exp<;—r(:> {—%Asin(%t) + %Bcos(%t)}



de sorte que

X(0)=x=A
—C o
X(0)=0=—A+—-B
X(0) om™ T2
On a donc %
A=Xy et B=—
om

de sorte que la solution du probleme différentiel stcri

X(t) = exp(Z—ﬁf) [mcos(%t) + %sin(%t)]

Celle-ci correspond a la solution donnée avec Expression des pa-
ramétres : 4 pts

. c _ oo X o |k ¢ Total i : 14 pts
om PR VE T ame ¢ YTz | m a?

Vu I'énon&, pas de point attrib® en i. si les paragtres sont @termires en
substituant la solution propée dans Equation diférentielle.

ii. La pulsation des oscillations amorties est donnéeyparo /2 de sorte que la période

correspondante vaut Total ii. Période cor-
p_2m_4dn_ 2n recte (éventuellement
w oo k ¢ sous la formeémn/w) :
m  4n? 2 pts

ToTAL QI : 16 PTS

Question Il

i. Des deux équations données, nous déduisons imne@ugit que Intégrale premiére
2 pts
dx  dy
dt —  dt
On en déduit aisement l'intégrale premiéce) = —y(t) +C, ouC est une constante, Détermination de la
c’est-a-dire constante (ici ou plus
X(t)+y(t)=C (¢) loin) : 1 pt

qui traduit le fait que la population totale est constantesdze modele.

Les conditions initialex(0) = Xy # 0 ety(0) = yo # 0 permettent de déterminer

C=Xo+Yo#0. Total i. : 3 pts
ii. De l'intégrale premiere ), on déduit quey = C — x. Ce résultat peut étre exploité
pour éliminery dans la premiere équation donnée et obtenir Elimination d’une
q fonction inconnue
o = Bx(x-C) (W) 2pis
Cette équation est une équation differentielle du peemidre a variables séparables
pour la seule inconnuet). Dés lors, a condition quediffere de 0 et d&€, on a Principe de la
Séparation des va-
/L:B/dtJrK:BtJFK riables : 1 pt
X(x—C)

ouK est une constante.



Remarquons que les solutions singulieres (constant@$)= 0 et x(t) = C de

'eéquation @) impliqueraient respectivement qu’il n’'y ait que des indiss infectés Rejet des solutions
(c’est-a-direx(t) = 0 ety(t) = C) ou que des individus sains (c’est-a-dikg) = C  singulieres : 1 pt
ety(t) = 0), ce qui n'est pas compatible avec les conditions ingialennées. Ces

solutions ne doivent donc pas étre prises en compte.

Une primitive de la fonction de est calculée en écrivant la fonction comme une

somme de fractions simples. On a Valeur de la primitive :
4 pts
1 1C—x+x_1 —}4- 1
x(x—C) C x(x-C) C\ x x-C

de sorte que

dx 1 1 1 1 1 |x-C
=[=Z|-=4+——=)dx==(=In|x+In|x-C|) = =In|——
/x(x—C) /C< x+x—C> C( x| +In] ) C
On adonc L c
X_
—In|——| =Bt+K
C X Bt+
ou encore Y—C Solution générale
~ = D =Pt implicite  pour la
N , R . premiére fonction
ou D est une constante. En résolvant par rappattan obtient 1pt
X(t) = C Solution générale
- 1-DeeRt explicite  pour la
. . s . premiére fonction
puis, en utilisant I'intégrale premiege= C — X, 1pt
—CDEeCBt Solution générale
YO =T explicite  pour la

deuxieme fonction
Les conditions initiales, qui ont déja permis de déteenC = xg + Yo, permettent 2 pts

aussi de déterminer la constaimeOn a Détermination de D :
1pt
C X0+ Yo
X =x(0) 1-D 1-D
c’est-a-dire y
D=2
Xo
En conclusion, les évolutions temporelles recherchées s Expression de(t) et
y(t) : 2 pts
Xo(¥0 +Yo)

Xo + Yo €0 tYo)Rt

yO(XO + yo) a(Xo+Yo)Bt
Xo + Yo eXo+Yyo)Bt

Total ii. : 15 pts
ToTAL QIl : 18 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

i. e Lapplication de toute méthode de résolution doit éastifiée par la vérification
des hypothéses correspondantes. En particulier ici,eterdiination de la
solution générale de I'equation par la méthode du pintya caractéristique
devait étre justifiee par la linéarité de celle-ci et paricaractere constant de
ses coefficients.

e Laracine carrée d’un nombre négatif n’existe pas (endastfonction réelle).
Dés lors, si le réalisarq = b® — 4ac de I'equationax? + bx+ ¢ = 0 est négatif,
les deux racines complexes de cette équation s’écrivent

—b+i,/—p

X1,2 =
’ 2a

ou I'argument de la racine carrée est strictement pokiti§ expressions

—b+ —b+i
7b \/6 et Xlzzib I\/ﬁ

X —
1,2 2a ' 2a

ne sont pas correctes.

e Dans un probleme posé dans le domaine réel (équatielhe ré&conditions
auxiliaires réelles), il est judicieux d'utiliser les fations trigonométriques
cosinus et sinus pour exprimer les solutions fondamentdéss équations
differentielles linéaires en lieu et place des fonctiergonentielles imaginaires.
Les calculs relatifs a la détermination des constanteségjration s’en trouvent
grandement facilités. De plus, la solution d'un problgmosé dans le domaine
réel doit toujours étre exprimée comme telle.

e La détermination des constantes d'intégration demard#aidériver la loi du
mouvementx(t) afin d’exprimerx{0). De trop nombreuses erreurs ont été
constatées dans la dérivation du produit intervenans gan

e |l était explicitement demandé de donner les valeurs dastantes, 3, y etw.
C’est I'expression de celles-ci en fonction des paransétteprobleme pos@y,
C, k etxg, qui était attendue.

ii. Les oscillations de la solution sont de la forrBeoswt + ysinwt ou les fonctions
sinwt et cosut sont caractérisées par la méme pulsatioha période d’oscillation
correspondante est dofic= 21/w. Il s’agit d'une propriété connue qu'il est inutile
d’établir explicitement.

Question I

e |l est indispensable de bien comprendre le probleme pbs&git ici d'un systeme
de deux équations differentielles linéaires ordirgaide premier ordre. Les deux
fonctions inconnues sont notéesty et la variable est le temps

e La résolution d’'un systeme d’'équations differengsllordinaires passe souvent par
I'écriture et la résolution d’'une équation difféeregite ordinaire a une inconnue. La
solution de cette équation permet ensuite I'€liminatitncette inconnue dans les

5



équations du systeme. Dans le cas d'un systtme de dewsti@us differentielles
ordinaires, on obtient alors une deuxieme équation ainoennue gu'il reste a
réesoudre. La méthode pour obtenir la premiere équatione inconnue varie d’'un
systeme a l'autre. Parfois, une des équations du sgsteancomporte déja qu’une
inconnue. Dans les systemes ne comportant que des aupiéitiaires, on sait que
I'ordre de I'équation & une inconnue est (au plus) égkl 8omme des ordres des
équations du systeme. Par exemple, un systeme de deatd@t linéaires d’ordre
1 est équivalent a une équation linéaire d’ordre 2. fldesic souvent nécessaire de
dériver une des équations pour procéder a I'élimgratiésirée.

Dans d’autres cas, comme celui de cet exercice, le systormeedieu & une intégrale
premiere reliant les fonctions inconnues. Cette intieggeemiere permet I'élimination
d’'une inconnue. Dans le cas d'un systeme de deux équatiifi@sentielles ordi-
naires, on obtient alors une équation a une inconnue msie a résoudre. C'était
bien la méthode qui était suggérée dans I'enoncéerdéner une intégrale premiére
en i. puis utiliser ce résultat pour résoudre le systemi e

¢ |l ne faut pas oublier la constante d'intégration quandeorit 'une intégrale
premiere. Lintégrale premiére a obtenir ici ne sieait pasx = —y mais
x= —y+C ouC est une constante.

e |l n’'était pas possible de résoudre directement une geat®ons du systeme. En
particulier, il est erroné d'interpréter la premieiguation comme une équation
a variables séparables en écrivant

/d—XX:/—Bydt: —Byt + constante

puisque la fonctiory(t) est inconnue a ce stade et que, ne connaissant pas sa
dépendance enil n'est pas possible d’en déterminer une primitive.

e La méthode de séparation des variables fait souvent aitgades solutions
singulieres qui doivent étre prises en compte si ellaffigat les conditions
auxiliaires du probleme posé. Ce n’était pas le cas ies $olutions singulieres
correspondaient a I'absence totale d’'une des populaticagjui n'était pas
compatible avec les conditions initiales données.

e La résolution de ce systeme de deux équation diffeetbes du premier ordre
fait apparaitre deux constantes d'intégration qu'il fdéterminer en utilisant
les conditions initialex(0) ety(0).



