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université MATHO0002-4 - ANALYSE MATHEMATIQUE 1
EXAMEN

Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 3 heures et demie.

Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux di#fentes questions sur des feuillé&paiées.

Indiquez sur chacune de vos feuilles voineméro d'ordre votre nom de famille en
MAJUSCULES et votre pnom en minuscules.

Rendez le carton avec votre néra d’ordre en néme temps que vos copies.

. Si f(x) = g(x) + o(x3) au voisinage de I'origine, peut-on affirmer gie- g pourx — 07? Justifiez.

. Etablissez le polyndme de MacLaurin de la fonctidraé&ordren, en justifiant, et déduisez-en que

. n1
e 2 | =

. , sinx L L .
Les fonctions sirx et ~ sont-elles linéairement indépendantes|dur| ? Justifiez.

Si f est réelle et differentiable siit®, quelle interprétation géométrique peut-on donner a

_ Of(xo)
*= IOt Go)]

(en supposaritlf (xg) # 0) ? Que vauDef enxg?

Si f € C,(R?) présente un point de selle gg la matrice hessienne en ce point peut-elle tre semi-
définie positive ? Justifiez.

Question I

On considere le probleme différentiel

—t

Y'()+2y (1) +y(t) = 16

y(0) =y(1) =0

Déterminez une solution de ce probleme.
La solution est-elle unique ? Sur quel intervalle ? Jigsi

Tournez la page.



Question Il

On considére I'ensembl@ représenté ci-contre et décrivant une

section de tuyere ainsi que les relations N y_Lext
X
E=1
Q
ne Y
Le X/t X
-L L

i. Montrez que ces relations permettent de définir un chaiege de variables régulier d’ordre infini
entre des ouvertQ et Y’ a identifier.

L . . i d 0 . .
ii. Déterminez I'expression des operatet—au)t(s 3y etA en fonction des variabldsetn).

L'expression deA dans les nouvelles variables est plus comg@®gue I'expression initiale mais
le domaine dans lequel8fuationA@ = 0 décrivant 'ecoulement doiétre résolue est plus simple.
C’est a 'avantage du changement de variables.



SOLUTION

i. De la relationf (x) = g(x) +0(x®) au voisinage de I'origine, on ne peut pas déduire tjaeg pour
x— 0.
Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les fonctide) = x° + x* et g(x) = x° qui vérifient
bien la relation

X4 =x+0(x%),  (x—0)
mais qui ne sont pas asymptotiques I'une a l'autre.

ii. La fonction f(x) = € étant réelle et indéfiniment contindment dérivable By la formule de
MacLaurin peut lui &tre appliquée & un ordre quelconduasquef (" (x) = e quel que soih € N,
on obtient

n Xk
& = Ze—+Rn kZOHJar(X)
ou
o n+1 0.cl0.1
Exploitant ces résultats pour= 1, il vient
n 1 ee
°= 2,k Mo 00

Puisque &< e, il en résulte que

i n o1 i ed
L) e_k;ﬁ —nL”’!o(n+1>! -

- . .. sinx . .
iii. Pour tester I'indépendance des fonctlons>em7,on considére le Wronskien

, sinx
sinx ==
X
W(x) =
XCOSX — SinX
cosx —— T °
2
XCOSXSinX SIEX  COsSXsinx SIEx
- X2 X2 X X

Puisque le Wronskien n'est pas identiguement nul |urt, les fonctions sont linéairement
indépendantes sur cet intervalle.

De facon alternative, en faisant appel a la définition 'gelépendance linéaire, on sait que les
fonctions considérées sont linéairement indéperdasii0, 17 si

. sinx
Clslnx+CzT =0 Vx €]0, 1] = Ci=C,=0

Or, en considérant la combinaison linéairexea 11/4 etx = 11/2, on a

2 2V 2
£C1 icz_o
2
CH—QZO

Tt



Ce systeme homogene admet la seule sol@ion C, = 0. Dés lors, les fonctions sont effectivement
linéairement indépendantes sur I'intervglert.

iv. Sif est differentiable erg, la direction

B Of(xo)
D]

portée par le gradient dé en xq indigue la direction de I'espace selon laquelle la fonction
augmente le plus rapidement.

La dérivee def dans la direction de est donnée par
Of(xo)
Def(x0) =€-Of(x0) = —=——-0Of(x0) = ||Tf(x0)||
© 10f (xo)|
v. Une fonction qui posséde un point de sellexgpeut présenter une matrice hessienne semi-définie
positive en ce point. La fonction

f(X7 y) - X2 - y4
en donne une illustration. En effet, d’'une part les foncidiune variableF (x) = f(x,0) = x? et

G(y) = f(0,y) = —y* présentent respectivement un minimum et un maximum-ery = 0, de sorte
que f possede un point de selle ea= (0,0). D’autre part, la matrice hessienne en ce point est

donnée par
02f  92f
2 Oxdy 2 0 2 0
6862
ot 0%t 0 12"/ ly-00 \O O

Xy 0y* / lixy)=(00)

qui est semi-définie positive.

Question Il

i. L'équation
e—t

y'() +2y (1) +y(t) = 1re

est une équation difféerentielle linéaire non homogé&ee solution généralgt) est donc la somme
de la solution généralg(t) de I'équation homogene associée et d’'une solutionqudigrey,(t) de
I'équation non homogeéne.

Commencons par rechercher la solution générale dedtmn homogéne

Y'(t) +2y () +y(t) =0



L'équation étant linéaire a coefficients constantsyshconsidérons le polyndme caractéristique
associé? + 2z+ 1 qui possede le zéro doulde= —1. La solution générale de I'equation homogeéne
s’écrit alors

Yh(t) = (At+B)e™"

ou A et B sont des constantes.

La méthode de variation des constantes permet ensuitetdendher une solution particuliére de
I'equation complete de la forme

vo(t) = ( [ Cattat) a0+ [ catta) yaty

ol yi(t) =te ' et yo(t) = et constituent un systeme fondamental de solutions de dopu
homogéne du deuxiéme ordre associée &@t) etCy(t) vérifient

Ciy1+Coy>=0

e—t
C13/1+Cz)/2=m
soit
Citel4C,et=0 Cit+C,=0
Cet(1 1) Cpet et ou encore 1
etl-t)-Cet=_——— S e
1 2 1412 Cl(l t) C2—1+t2
De Ia,
1
Ci(t) =——
1(t) 1+1t2
t
Colt) = ———
2() 1412

On calcule alors successivement

1
/Cl(t)dt:/m dt:arCtgt
et
/C (t)dt—/;t dt=—21n (1+17)
2 ) 1+t2T 2

Une solution particuliére s’écrit donc
—t 1 2\ ot —t 1 2
yp(t) =t e tarctgt — > In(1+t°) e =e " |tarctgt — 5 In (1+t°)
Ceci permet d’exprimer la solution générale de I'equatlifférentielle sous la forme

y(t)=e" |:At+ B+t arctgt — % In (1+t2)]

Les conditions auxiliaires conduisent a
y(0)=B=0

et
1
y(1) =€t <A+ B+arctgl— > In 2) =0



ce qui permet de fixer les constantes d’intégration selon

In2 T
B=0 et A=———
2 4

La solution du probleme s’écrit alors

_ot|(In2_m 21 2
y(t)=e [(2 4>t+tarctgt 2In(1+t)

ii. Les coefficients et le terme indépendant de I'equatidférentielle étant continus sk, celle-ci
possede des solutioyss C2(R) qui s’expriment au moyen de deux constantes.

Les développements ci-dessus montrent que les conditiomdiaires permettent de déterminer de
facon unique les deux constantes d'intégration.

La solution est donc unigue sRr.

Notons que les conditions auxiliaires données ne sont pasanditions de Cauchy. On ne peut
donc pas invoquer le théoreme d’existence et d’uniaitér ustifier I'unicité.

Question llI

N y:Le*X/L

-L L

i. Limage de l'ouvertQ = {(x,y): —L <x<L,0<y<Le '} par

X
==
L

y (1)

n= Le—x/L

est
QO ={En):-1<&<1,0<n<1}

Etudions a présent la régularité du changement dehlagantre? et ('
e Les relations (1) peuvent étre inversées sous la forme

x=L¢
y=Lne?

Elles définissent donc une bijection enftet ()'.

e Les fonctions(x,y) etn(x,y) appartiennent €, ().



e Le jacobien

L 0
a&n) et
olxy) |yedt | L2
L2 L

est non nul suf?.

Les relations (1) définissent donc un changement de vasabhulier d’ordre infini entr@ et(Y'.

ii. Lethéoréme de dérivation des fonctions compos&empt d'écrire

0 080 no 10 ye/ta 10 no

9  0x9E "oxan LOE L2 on Lot Lan

et
0 %2 o _eto &o

dy 9yt "ayan L on  Lan

Le Laplacien s’exprime en coordonnées cartésiennesusiiv

02 02
A—W—Fa—yz

En considérant que la fonction a laquelle s’applique lplacien est au moin€, (pour pouvoir

2 2
consiaerer qu =—=),0no tient successivement
de %aaan gnaz) bt !

0 (1o .no \ (10 nd
0x2 \Ld& Lon/\L0E Lon

102 n o n 02 no n2a?
~ 12882 "1 2onoc L23tan " L2on  LZan?
L2082 L20no¢ L20&n L2on LZ%0n

102 2nd? no n2d?
=St oaar Tz T3
L2082  L20no¢ L20n L20n?

? (o \[ea | X2
dy2 |\ Lon Lon) L20dn?

102 2n0 no (nz e25> 02
2

A= o Tz T\ 2 ) a2

de sorte que

L



