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université MATHO0002-4 - ANALYSE MATHEMATIQUE 1

, EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. Soit une fonctionf : R — R telle que
(Ve>0)(3M > 0)(Ix>M) : |f(x)—2| <¢
Peut-on alors affirmer quXiJrIinf(x) = 27? Justifiez.

ii. Déterminez le domaine de définition, le domaine davadilité et I'expression de la dérivée de la
fonction arch en tant que fonction réciproque de la fomctib. Justifiez.

iii. Pour quelles valeurs des parametres raisy, ouy > 0, la solution de
y(t) +2By(t) +yy(t) =0

(ou " désigne la dérivée temporelle) est-elle borré@e pe [0, o[ quelles que soient les conditions
de Cauchy imposées en un point de cet intervalle ? Justifiez.

iv. On considére deux fonction et g continiment dérivables sii&3. Déterminez I'expression de
0(f/g) en fonction def, g et des gradients deetg.

v. En coordonnées polaires, I'equation y

r =a(1+cosd)

(oua> 0 est une constante) décrit une cardioide,
la trajectoire d’'un point d’'un cercle qui roule sans l 0
glisser a I'extérieur d'un cercle de méme rayon. | X

Déterminez la dimensiod de la cardioide selon
I'axe horizontal.

Tournez la page.



Question I

On considére la fonction 1

fX) = 50—
( ) X2+4
i. Pour quelles valeurs depeut-on appliquer a cette fonction la formule de Taylor aisimage de
a =0 a un ordren quelconque ? Justifiez.

ii. Déterminez le polyndme de Tayla®,(x) de degré 2 approchant la fonctidiix) au voisinage de
a= 0 ainsi que I'expression du res®(x) correspondant.

ii. Déterminez une majoration de I'erreur commise en appantf (x) par®,(x) sur[—1,1].

Question llI

Le modele de Maxwell des matériaux viscoélastiques &stitdpar

ldo 1 dA

Edt n”  dt
ouo(t) etA(t) représentent respectivement la contrainte agissantelamstériau et sa déformation et ou le

module d’élasticitéE et le coefficient de viscositg sont des constantes strictement positives caractérstiq
du matériau.

i. Onimpose des déformations du matériau dont I'évolutemporelle est décrite par

A(t) = Aowt Si 0<t<l/w
Ao Si t>1/w

oU Ag etw sont des parametres strictement positifs. Sachantquagie continument suj0, +oo,
déterminez la loi d’évolutiom (t) des contraintes au sein du matériau por0 sio(0) = 0.

L : o : dA :
ii. Déterminez I'expression intégrale d€t) en fonction dero = o(0), E, n eta valable pour une loi
A(t) quelconque continument dérivable $0+oco|.

Question IV

On considere les relations
§=xy
n=x
i. Montrez que ces relations permettent de définir un chaiegé de variables régulier entre les

variables(x,y) € Q et(&,n) € ' ol et sont des ouverts dé? & determinerEtudiez la regularite
de ce changement de variables.

L . . 3 0 0 . . :
ii. Déterminez I'expression des operatetg;s @ et du laplacien en fonction des variabkestn.



SOLUTION TYPE

i. La proposition
(Ve>0)(IM >0)(IX>M) : |f(X)—2| <€

ne permet pas d’affirmer ql;Ingljonﬁ(X) =2.
Considérons par exemple la fonctidiix) = 2+ sinx. Quel que soi€ > 0, il existeM =1 > 0 et
x= 21> M, tel quef(x) = 2 et dong f (x) — 2| = 0 < €. Cependant, la Iimit)e(:_}ﬂwf (X) n’existe pas
et nest donc pas égale a 2.
ii. La fonction ch vérifie les hypothéses du théoremexidence et de dérivabilité des fonctions

réciproques suj0, o[ puisqu’elle est réelle et que

chx € C(]0,40[)

(chx) =shx>0, Vx¢€|0,+oo|

On en déduit que la fonction arech ch™! est définie et indéfiniment continiment dérivable sur
]1,+0o[= ch(]0, +o[) et que sa dérivée sur cet intervalle est donnée par

d_archy — i — i
dy d h
& CNX Ix=archy x=archy
B 1 B 1
(chx)2—1 wearchy /y2—1

Puisque ch@= 1, on peut étendre le domaine de définition de arfh-&oo|.

iii. Afin de déterminer la solution générale de I'équoatidifferentielle proposée qui est linéaire a
coefficients constants et homogene, on considere les zierpolyndme caractéristique

L(z) = 2+ 2Bz+y

dont le réalisanp = 4(B? — ).
e SiB?=y>0,L(2) possede le zéro doubte= — et la solution s’écrit

y(t) = (C1+Cot) e P!
ouC; etC, sont des constantes. Bi> 0, cette solution tend vers 0 pours +oo et est bornée.

e SiB? <y, L(2) possede les deux zéros complexes conjugués
210 =—B=£i Vy—B?
et la solution s’écrit
y(t) = e P! [Cycog vy — B2t) +Casin(v/y — B2t)]

ouCs etC4 sont des constantes. Cette solution tend vers Ofpeus-co si 3 > 0 et est oscillatoire
si 3 = 0. Elle est donc bornée Bi> 0.

e SiP2>y>0,L(2) posside les deux zéros réels

z210=—B+VP2—y

y(t) — C5 e(_B+ V B2yt _|_CG e(_B_ v B2-y)t

ouCs etCq sont des constantes. Cette solution est bornae<sD etz < 0, c’est-a-dire sf3 > 0.

et la solution s’écrit
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Puisque le caB = 0 n’est possible que dans le second cas et conduit a unésdharnée, on peut
conclure que la solution est bornée powr [0, +[ quelles que soient les conditions de Cauchy
imposées en un point de cet intervalle et la valeuy g€l si3 > 0.

En tout point otg differe de zéro, on a

A(fy_2 (f o (f o (f
(a>—a—x<a>ex+a—y(5>ev+a—z(5>ez

_[19f _ T og 1of _fog 1ot _fag
- |gox g?ox goy g?ay goz @20z
_1fot ot ot ] f[d, d9_ 0
g x> ayey 9z 02 ax > ayey 92
1 f

= -0f — =0

g 7

La coordonnée& des points de la cardioide est donnée par
X(8) =rcosb = a(1+ cosB) cosd
Les variations de&(8) peuvent étre étudiées en calculant
X (0) = a[—(1+ cosB)sind — sinBcosd] = —asinB(1+ 2coP)

Les points stationnaires sont, a un multiple dgoges,

21 21
O =— =
{ 7T[7 37 3}

En se basant sur la représentation graphique, on constatiéafyscisse maximale est réalisée pour
6 = 0 alors que la valeur minimale est obtenue pdur +211/3. Des lors, la dimension horizontale
totale de la cardioide est donnée par



Question I

i. La formule de Taylor peut étre appliquée a la fonction

1
f(X) = —5——
a un ordren quelconque au voisinage de= 0 pour toutx tel quef est réelle,f € C,(]0,x]) (resp.
f € Cn([x,0])) et f est(n+ 1) fois dérivable sufO, x| (resp. suix,0]).
La fonction f étant réelle, définie et indéfiniment continGmentivile surR, les hypothéses ci-

dessus sont rencontrées pour taut R. La formule de Taylor peut donc étre appliquée dans les
conditions envisagées sRr

ii. Le polyndme de Taylor de degré 2 approchéfi) au voisinage da = 0 s’écrit

2
Po(x) = £(0) +x f’(0)+% £(0)
On calcule successivement
1 1
=era f(0) =
—2X
f'ix) = ——— £(0) =
X = e (0)=0
#(x) = —2(X% + 4)% + 2x2(x? 4 4) 2x
B (@ +4)4
2 _
_6¢-8 o -8 L
(X2 +4)3 64 8
De sorte que
Pr(X) = 1 X—Z
2V T4 16

L'expression du reste est donnée par

Ro(X) = § f(3)(§) ou¢& €]0,x[ (ou& €]x,0[ six < 0)
On calcule
£ () = 12X(2 +4)% — (62 — 8) 302 + 4)22x _ 24x(4—x?)
- (x2+4)° T (@+a)
Des lors, 2
e 8
Rao(X) = 4% T

ou¢ €]0,x (oug €]x,0[ six < 0).

iii. Pour toutx € [—1,1], on sait quex|® < 1 et

(4-8)| _, [ga—87)

:
ol =4 g <4 g

Commex € [—1,1] et& €]0,x[ six> 0 oug €]x,0[ six < 0, alors €] — 1,1[\{0}.
Une majoration de la fraction apparaissant dans le membdeaike peut étre obtenue en majorant
le numérateur et en minorant le dénominateur sur cetvialler



V& €]—-1,1[\{0},ona
(€2+4)4 > 44

et

4t S | = R@E] = Rl]a-g] <4

de sorte que
4 1

[ Rao(X)| < 1% = 16
Notons qu’'une majoration “plus fine” du numérateur est fibss L'expression apparaissant au
numérateurN(€) = &(4 — &2) = 48 — &3, est impaire et strictement croissante $ur 1,1 (sa
derivee N'(§) = 4 — 382 étant strictement positive sur l'intervalle). On peut dacrire que,
vE €] - 1,1]\{0},
E(4—8%)| = [4g - &% < |4 —&°|,_, =3

Des lors, le reste peut étre majoré selon

Question llI

i. La résolution du probleme demande d’identifier une fmmccontinueo(t) qui vérifie I'équation
differentielle

3 3
|Ra(X)| < 4@ =&

1do 1 d\ Aow si te[0,1/w]

———t—0=—"=
Edt n dt o Si te[l/w,+o
et la condition initiales (0) = 0.

Le second membre de ['équation étant défini par morceawoqstruisons cette solution
successivement s{0,1/w[ et sur[l/w,-+ool.

Solution sur[0,1/w].
L'équation (écrite sous sa forme canonique)

do E
at + HO' = EAow ()

étant linéaire et non homogene, sa solution peut épearake sous la forme
o(t) = on(t) +op(t)

ou op(t) est la solution générale de I'equation homogéne aéscet ol p(t) désigne une solution
particuliere de I'équation non homogéne.

Solution grérale de [équation homogne.

L'équation homogene
do n E 0
bk WP
dt n
étant linéaire a coefficients constants, sa solutiamegiile peut &tre construite en considérant les

zéros de son polyndme caractéristique

E
L(z) =z+ —
(2) 0



Le seul zéro est simple et vauE /. La solution générale s’écrit donc
on(t) = Ae EUN

ou A est une constante.

Solution particulere de léquation non homame.

La fonction constanterp(t) = Aown est une solution particuliére évidente de I'équatiom no
homogene.

De facon alternative et plus systématique, une solutatiquliere peut étre obtenue en appliquant
la méthode de I'exponentielle-polyndme. Considérarfofme du second membfét) = EAgw, on
peut rechercher une solution particuliere de la forme

op(t)=Cé =C

ouC est une constante & déterminer et 0 n’est pas un zér@zjleCette fonction est solution de]
si

E .

EC = EAqw soit C =Aown
On obtient ainsi la solution particulierg,(t) = Agwn.
Solution.

Sur base de ce qui précede, la solution générale dedtéan differentielle &) sur[0,1/w| est donc
o(t) = Ae BV 4 hqwn

ou A est une constante.
Tenant compte de la condition initiaég0) = O, il vient

0(0)=A+Awn=0 = A= —Aown

Dés lors, on obtient
o(t) = Aown (1— e*Et/”> vt € [0, 1/w]

Solution sur[1/w,4oo].
Dans l'intervalle[1/w, +oo[, '€quation différentielle s’écrit

do E
E‘FHU:O ©)

La solution générale de cette équation homogene dét&Eminée plus haut et s’écrit simplement
o(t) =Be EVN

ou B est une constante.
La constantd est déeterminée de fagon a assurer la continuité(teent = 1/w, soit

lim A 1_e BN} — |im Be EYN
lim dgwn (1-e®N) = im  Be

c'est-a-dire
)\OOJr] _ }\OOJr] e_E/("JrU — Be_E/(wn)



ce qui méne a
B = Agwn (eE/(er _1>

Deés lors, on obtient
o(t) = Aown (eE/W —1) e BN wi> 1/

Solution du probEme.

Finalement, en regroupant les résultats précédentspeah exprimer la solution continue du
probleme différentiel considéré sous la forme

Aown (1—e EYN) si 0<t<1/w
o(t) =

Aown (€5/N) —1) e BN 5j t>1/w

ii. L'équation differentielle considérée peut s'&ersous la forme canonique
—+—0c=E— ()

Cette équation étant linéaire a coefficients constanson terme indépendant continu §iroo],
I'existence d’une solution sur cet intervalle est assube plus, la condition initialer(0) = o9
fournie assure l'unicité de la solution.

La solution générale de I'equation homogéne prenddaneaforme que précédemment, soit
on(t) = Ae EUN

ou A est une constante.

En considérant la solution fondamentale de I'equatiombgene associee /M identifiee dans le
point précédent, on recherche une solution particilitr la forme

op(t) = Clt)e E1

oUC(t) est une fonction & déterminér.
Injectant cette expression danfg)( on obtient
E E dA
/ —Et/n _ =~Et/n = —Et/n _ g2
C(t)e C(t) 0 e + r]C(t)e E gt
soit
dA

/ — E Et/r] "
C'(t) ST

La solution particuliere peut donc s’écrire sous la forme
dA
op(t) = Ee—Et/ﬂ/eEt/” —dt
dt
et la solution générale prend la forme

o(t) :Ae‘Et/”JrEe‘Et/”/eEt/” %dt

Afin de pouvoir appliquer aisément la condition initial@) = oy, il convient de choisir la primitive
qui s’annule en 0 et d’écrire la solution générale soueriae

o(t) = Ae EVN LEe BN /t eeun PR,
0 du

1. Cette approche constitue une forme alternative de Iaadétde variation des constantes applicable aux équatiopsemier
ordre. La méthode générale peut aussi étre utilisée ic



Il vient alors simplement
0(0)=A=o09
de sorte que la solution du probleme est donnée par

Question IV

i. Six=n=#0, les relations

t
o(t) =ope EVN4+E e*E‘/”/ eun Ay,
0 du

§=Xxy
n=x

donnantn et en fonction dex ety s’'inversent en

{Xn
3
=4

Elles établissent donc une bijection entre les ouverts
Q={(xy) eR*:x#0} et Q' ={(n,)eR*:n#0}
De plus, les fonctiong(x,y) = x et§(x,y) = Xy appartiennent €, (2) et
on on
o(n,&) _|ox oy _‘1 0
o(xy) |0& 0% y X
ox oy
En conclusion, les relations données définissent un @megt de variables régulier, d’ordre infini
entreQ et (Y.
ii. Lethéoréme de dérivation des fonctions compos&empt d'écrire
0 onod 90 0 0 o ¢&o

ox~ oxon ' oot an Y6E on  noE

=Xx#0 sur

et
9 o 03 9 0

oy oyan oyoE @€ o
DansR?, I'opérateur laplacien est donné par
9> 0°
A:&z+5p

02 00 0 ¢o0 d ¢o0
X2 9xox on no¢/)\on nog

En distribuant et en tenant compte de I'égalité des des\wcroisées, il vient successivement

2 0 0,80 &0 /0 &9
X2 on\on no&/) no&\aon nog
2 £0 £ 0 E PR fo 82
Ton? nZae ' nandk  notan  n?oE | nZog?
62 E 02 EZ 02

Ona

~on2 " “nanaE " nzog



De méme, on a

0 00 ([ 0N( 0)_ 29
a2 ayay \ag )\ ) =N a2

62 E. 62 ) EZ 62
A‘W+ZHW+<H +F>a_zz

Dés lors,
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