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A. On considére la fonction

f(x) = (1—x)sinx

Justifiez théoriquement I'application de la formule dad¥aurin a I'ordre 3 & la fonctiofi(x). Pour
quelles valeurs de cette formule est-elle applicable ?

. Etablissez le polynéme de MacLaurin d'ordre trdtgx) approchant la fonctiori (x) au voisinage

de I'origine ainsi que I'expression du rexe;(x) correspondant.

En exploitant®?; et R 3, établissez une approximation €¢.1) et donnez une majoration de I'erreur
associée.

i. On note®,(x) le polyndme de degrden (x— a) obtenu par application de la formule de Taylor au

voisinage de a la fonction réellgy € C.,(R). Montrez que, s, n'est pas identiquement nul,
Pri1(X) = Fa(X) =0(Fn (X)), (x—a)

Soit 7,(x), le polyndme er{x— a) identifié ci-dessus. Pour ce polyndéme, peut-on écrire
B 1(X) — Ba(X) = O( (X)), (X~ b)

quel que soit le réd) £ a?

Question I

A. Etablissez la solution générale de I'equation diffiéiedle

Y (X)+ 2y (X) + y(X) = e XInx+e X

B. Déterminez sur quel intervalle et éventuellement puelle(s) valeur(s) de, I'equation différentielle
ci-dessus admet une solution unique (sans établir cBliE-on I'assortit de conditions auxiliaires dans
les deux cas suivants. Justifiez.

y(1)=0,y(1)=0
y(1) =0,y(x,) =0
Tournez la page.



Question llI

La dynamique d’'un polluant radioactif transporté dans riviere peut &tre décrite par I'équation aux

dérivées partielles

P P
S us- = —kP 1)

ou P(t,x) désigne la concentration du polluant considékst le temps et la coordonnée longitudinale au
fil de I'eau. Les constantes strictement positivest k désignent respectivement la vitesse de I'écoulement
et la constante de décroissance radioactive du polluarsideré.

Dans le but de résoudre cette équation, on introduit leseltes variable® etn par les relations

0 = ut—pBx
*)
n = put+x

ou 3 est un paramétre réel.
i. Etudiez la regularite sup = {(t,x) € R?} du changement de variables défini par les relations ().

L . - , 0 0 :
ii. Déterminez I'image des operateugts et Ew par le changement de variables.

iii. Montrez que, par un choix judicieux du paramefte I'équation (T) peut étre transformée en une
équation differentielle ne contenant plus que des @ésvde la fonction inconnue par rapport a la
seule variable). Sur cette base, établissez la forme la plus générale denicentration du polluant en
fonction deB etn.



SOLUTION

A. i. Lafonction f(x) = (1—x)sinx étant réelle et indéfiniment contindment dérivableBuon peut
lui appliguer la formule de MacLaurin (formule de Taylor aasismage dex= 0) a I'ordre 3 pour
toutx appartenant R.
En effet, la fonction vérifie alors les hypotheses de lanfide de MacLaurin puisqu’elle est
réelle, 3 fois continlment dérivable s0rx] (ou [x,0]) et 4 fois dérivable sul0,x[ (ou |x,0[).

ii. Le polyndbme recherché s’écrit

1 n
P3(x) = f(0) + f'(0)x+ f2(|0)X2+ f 3ﬁo)x3
On calcule successivement

f(x) = sinx— xsinx, f(0)=0
f/(X) = cosx — sinx — xcosx, f(0)=1
f”(X) = —sinx— 2cosx+xsinx,  f”(0) = -2
f”(x) = —cosx+ 3sinx+xcosx, " (0) = -1

de sorte que le polyndme de MacLaurin est

x3

Py(X) =x— X2 — =
3(X) 5
L'erreur R 3(X) associée a I'approximation déx) parPs(x) est donnée par

(4)
R 3(X) = f 4!(E)><4 ol & €]0,x[ (ou]x,0[)

La dérivation de I'expression d&” obtenue plus haut conduit a
) (x) = sinx+ 4 cosx— xsinx

de sorte que

Kg(x):(sinE+4co§—EsinE)§ avec & €]0,x[ (ou]x,0[)

ii. En exploitant®; et R 3, on obtient

f(0.1) ~ 25(0.1) =0.1-0.01— %01
et 4
R0 = ((1_5)3‘”“40095)% avec £¢€]0,0.1]

Puisque 0< § < 0.1, 0< sin < & < 0.1, 0< (1—§)sin§ < 0.1 et cog < cos0= 1, on peut
introduire la majoration

104 41,
R3(0.1)] < (0.1+4) == = 7 10

de sorte que

|R 3(0.1)] <210°



. Le polyndme?,(x) de degrén en (x— a) obtenu par application de la formule de Taylor au

voisinage de a la fonction réellg € C.(R) s’écrit

700 = o(@) + g @ x—a) + LD @t T g
De méme,
Pl = of@) + g @x-a) + T xS s
de sorte que -
n+1
Tria9) - 7o) = G x- as
Calculons
g(n+1)( ) _ a\(n+1)
i Pri1(X) — Ba(X) —im (n+1)! (x=a)™ _0
e o g@+9g(a)x—a)+ %(x- a)?+---+ g(”;!(a) (x—a)"

Cette limite est nulle puisque le polyndmesen a du numérateur est de degré supérieur a celui
du denominateur et qu'il n’est pas possible que les coefftsg(a), g'(a), ... du déenominateur
soient tous nuls puisqui,(x) n'est pas identiquement nul.
On en conclut que

Frr1(X) = Pa(X) = O(Pn(X)), (x—a)

. Non, on ne peut pas écrire

oy 1(X) — Ba(X) = O(B(X)), (X b)

quel que soit le réd #~ a.
Considérons la fonction*e= C,(R). Pour celle-ci, la formule de Taylor au voisinageaie 0
s'écrit

N yk
€= k;E + Ron(X)

On a alors
2 2

X
P(X) =14+X%, DP(X)=1+Xx+ £l et P(x)—Pi(X) = £l

ce qui donne, en considérant par exenipte 1 £ 0,
P(x)—P(x) . x2/2 1

x—1 P1(X) x=»114+X 4

de sorte que
Po(x) — Pa(x) # 0o(Pa(X)), (x—1)



Question I

A. L'équation
Y (X)+2y (X) +y(x) = e XInx+ e

est une équation differentielle linéaire non homogédieedre 2 a coefficients constants.

Sa solution généralg(x) est donc la somme de la solution génémglex) de I'equation homogene
associée et d'une solution particuligrgx) de I'equation non homogene.

Commencons par rechercher la solution générale dadan homogeéene
Y/ () +2y(x) +y(x) =0

L'équation étant linéaire a coefficients constantsysaonsidérons le polyndme caractéristique
associ&? 4 2z+ 1 = (z+ 1)? qui posséde le zéro doulte= —1. La solution générale s’écrit alors

Yh(X) = (Ax+B)e™*
oU A et B sont des constantes.

Vu que I'équation est linéaire et que le second membiénx+ e % est de la formef; + f, avec
f1(X) = e *Inx et fo(x) = e %, nous recherchong, sous la formeyp, + Yp, 0UYp, est solution de

Y'X)+2y(x)+yx)=fi, ie{l,2} ()
e La méthode de variation des constantes permet de déermime solution particuliere de
I'équation
Y'(%)+2Y () +y(x) = & XInx
de la forme

v 09 = Ca099¢) 320 +  f Cat90x) v

ou y1(X) = xe X et y»(x) = € * constituent un systeme fondamental de solutions de d&ogu
homogéne du deuxieme ordre associée &@gx) etCy(x) vérifient

{Cl y1+Coyo=0

C1yY;+Coy, =€ *Inx

soit, successivement,
Cixe *+Ce *=0 Cix+C=0
Ci(l-x) e *—Cre*=e*Inx > Ci(1-x) —Cy=Inx

La solution est donnée par
Ci(x) =Inx

Cy(x) = —xInx

On calcule alors successivement les primitives

/Cl(x)dx:/lnxdx:xlnx—x

et

/Cz(x)dx:/—xlnx dx

5



qui peut étre évaluée par parties

/fg’dx: fg—/f’gdx

en considérant

de sorte que

X2 X X2 X2
—xI =——Inx+ | = = ——InX+—
/ xInx dx nx / dx nx

On adonc

2

2
Yo (X) = (XInx—x)x €7+ <XZ - XE Inx) e

2
= Z(Zlnx— 3 e

e La méthode de I'exponentielle-polyndme nous ameénechareher une solution particuliere de
I'équation
Y'()+2/ () +y(x) = e > 1)
de la forme
Yp,(X) =Ce

En substituant cette solution dans (1), on obtient
4Ce > —4Ce *Ce X =g

de sorte qu€ = 1 et

Y (X) - e—2x

Finalement, la solution générale de I'equation défitielle s’exprime sous la forme

2
y(x) = (Ax+B)e "+ e*2X+XZ(2 Inx—3)e™

B. i. Le theoreme d'existence et unicité des solutions @guations differentielles linéaires assure
I'existence d’'une solution unique deux fois continumeatietible surR; puisque I'équation
d’ordre 2 est linéaire, que les coefficients et le termepaiidant sont continus sRf et que
I'équation est assortie de conditions de Caugtly =0 ety'(1) =0 enx=1€ R{.

ii. Les conditions auxiliaireg/(1) = 0 et y(x.) = 0 ne sont pas des conditions de Cauchy. Le
théoréme d’existence et unicité ne permet donc pas tiiguse caractere unique de la solution
surR§ ou la solution générale obtenue existe. Par contre, ah @férmer que la solution est
unigue si les conditions données permettent de fixer dmfagique les constantdset B de la



solution générale, c’est-a-dire si le systey(i®) = 0, y(x,) = 0 posséde une solution unique. Ce
systeme peut s'écrire
—1 —1 2,3 1
Ae -+Be t=—¢ +Ze =C

2
Ax.e % 4Be X = —g 2 —%(Zlnx* -3)e*=C

ouC; etC, sont des constantes, ou encore, sous forme matricielle,
el el\/A\ [T
x,e % e* J\B) \GC
Ce systéme a une solution unique si

el gl

D
X, e % g € (1 X*)#O

c’est-a-dire sk, appartenant &/ est different de 1.

| Question llI I

i. Soitles relations

0 = ut—pBx
()

n=pRut+x
Multipliant la premiére relation delX) par et lui soustrayant la deuxiéme, on obtient
Be—n = —(1+P%)x
Ajoutant a la premiére relation dé>} le produit de la deuxieme p@; on a

8+PBn = (1+p?)ut

de sorte que
_ 1u B/u

= 1+[529+1+an
_B 5 1

X= 1_|_BZ +1_|_[32r]

A tout (t,x) € R?, correspond un couple uniqu®,n) € R? et inversement. Les relationg))
établissent donc une correspondance biunivoque entpoiets(t,x) € R?et(6,n) € R2
Les relations ¢) sont indéfiniment continiment dérivables &fret telles que le Jacobien

20 00
_o6n) jat ox|_|u —B|_ 2
T= 9 “|on on| lpu 1| LFRUFO
ot ox

Deés lors, les relations définissent un changement deblasiaégulier d’ordre infini entri? et

R? quel que soit le parametfee R.



ii. A partir des relations¢), il vient directement

0 _080 om0 _ 0 +Bua_
ot atoe atan  Yae TPYan
9 989 ond 9 9

ax  oxa0 oxon _ Fae Tan

iii. L'équation difféerentielle

oP ‘u oP
ot X
s'écrit, en introduisant les dérivées partielles papat aux nouvelles variables,

P P P oP
ae*B“_Jr“( 3 an> —kP

— kP

soit op
u(l— [3) +u(1+[3) =—kP

En choisissan = 1, 'équation devient

oP
2u— = —kP
on

et ne fait plus intervenir qu’'une dérivée partielle pgopart an. Cette équation peut étre traitée
comme une équation a variables séparables

oP k

p~ 2u™
de sorte que
k
In|P| :—2—un+f(9)

Oou encore K

P:g(e)e_Z_Un

ou f etg sont des fonctions inconnues dépendant de la seule vaéiabl



