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université MATHO0002-4 - ANALYSE MATHEMATIQUE 1

i EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.

Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux di#fentes questions sur des feuillé&paiées.

Indiquez sur chacune de vos feuilles vattanéro d’ordre votre nom de famille (en majuscules)
et votre penom.

Rendez le carton avec votre néra d’ordre en néme temps que Vos copies.

i. Définissez mathématiquemexntx(!ifr@x) =a.
—
ii. Si f estdérivable et strictement décroissantegmeut-on en déduire qué(xp) < 0?
Répondez par vrai ou faux et justifiez.
iii. Les fonctions|x|e* et |x|? e sont-elles linéairement indépendantes [suf, 1] ? Justifiez.

iv. Définissez mathématiqguement le concept de changedsewdriables régulier d’ordre 3 entre deux
ouverts() et () deR?. Précisez les differents éléements intervenant datie définition en faisant
apparaitre explicitement les differentes variables.

v. Exprimez en francais I'égalité
OA (¢gf) = DA T+ @O N

puis démontrez cette formule.

Question I

On considere I'equation
Ox = arctgx

oua désigne un parametre réel.

i. Déterminez toutes les valeurs depour lesquelles I'équation admet une solutiostrictement
positive (en plus d’éventuelles autres solutions).

ii. Déterminez le plus grand intervalle dans lequel la facarctgx vérifie les hypothéses du theoréme
de Taylor permettant d’approcher cette fonction par unméiye ?> d’ordre deux au voisinage de
x = 1. CalculezP, et donnez I'expression du reskp correspondant.

iii. Déterminez une majoration de I'erret, en fonction dex valable pouix € [0.8,1].

iv. Remplacant la fonction arctg par son approximatirdans I'equation a résoudre et considérant la
valeur particulierex = 4/5, déterminez une solution approchée 0 de I'équation considérée.

v. Lerreur R(X) constitue-t-elle une estimation de I'erreur associég solution approchée établie
au point précédent? Justifiez.

Tournez la page.



Question Il

Par le biais d’'un amortisseur, on désire soustraire uresystde masse des vibrations induites par le
mouvement du support sur lequel il est placé. La dynamiqueydteme étudié est décrite par I'équation
differentielle

. . 2
MX(t) + cX(t) + K[x(t) — £] = —-mg+my(t) ou ()= %( ) ( )=37< ),

ou x(t) décrit le mouvement vertical du systeme etalc, k, ¢ etg sont des constantes strictement positives
désignant respectivement la masse, la constante d'asemient, la raideur et la longueur de référence du
ressort et I'accélération de la pesanteur. La foncyigh décrit le mouvement vertical du support.

i. Etablissez la loi du mouvemen(t) en considérantn=1kg, ¢ = 4kg/s,k = 5kg/¢, g = 10m/&,
/=1m ety(t) = sinwt avecw=1rad/s.
On supposera que le systeme est initialement au regos=£ 0) enx(0) = ¢.
N.B. Aucune conversion d'unités ne doit étre effectuée.

ii. Dans le cas général, déeterminez les conditions &sdles sur les parameétras, ¢, k et £ de
I'amortisseur pour que sa réponse libre, obtenue g@yr= 0, soit asymptotique & une constante
%o 7 0 pourt — oo quelles que soient les conditions initiales considé®éserminez la valeur de,.

Question IV

Parmi toutes les solutions du systéme

X+2y+z=1
X+y=2

déeterminez celle dont la norme euclidienye? + y? + 72 est minimale
i. en procédant par élimination;
ii. parla méthode du Lagrangien.

Calculez la valeur minimale de la norme et justifiez.



SOLUTION TYPE

i. On définit le concept de limite des valeurs d’une fonciiam

Xlg)l)f(x):a

)
(Ve > 0)(3d > 0)(Vx € domf,0 < [x—Xo| < &) :|f(x)—al <¢€
ii. FAUX, si f est dérivable et strictement décroissante en un peinbn ne peut en déduire que
f'(x0) <O.

Il suffit de considérer le cas de la fonctidiix) = —x3. Cette fonction est dérivable et strictement
décroissante ex= 0 puisque

VX1 < 0<% f(X1)>f(0):0>f(X2)

Cependantf’(0) = 0.
iii. Pour examiner l'indépendance linéaire des fondiprde™ et |x|2e* sur[—1,1], on examine les
conditions sous lesquelles

Cix e *+Cox?e*=0  V¥xe[-1,1]

Considérant cette expression paur 1/2 etx=1, on a

Clle12 i c,te 20 2C1+C, =0
2 4 soit
Ciel+Cel=0 Ci+C=0

dont la seule solution e§y = C, = 0.
Dés lors

Cix|e *+Colx?e X =0 V¥xe[-1,1] &  C=C=0
de sorte que les fonctions sont linéairement indéperedasuri—1,1].

De facon alternative, on peut démontrer I'indépenddm@aire des fonctions sur l'intervall®, 1]
sur lequel celles-ci sont indéfiniment continlment d#bles etx| = x en formant leur Wronskien

xe* x2e 2 —2 2 2
W=l1-xe x@2—x)e =X(2-x-1+x)e = =xe™

Le fait queW ne s’annule pas identiquement $0r1] prouve I'indépendance linéaire des fonctions
sur cet intervalle.

Les fonctions étant linéairement indépendanteg&udy, elles le sont également sur tout intervalle
contenani0, 1], en particulier suf—1,1].

iv. On appellechangement de variables régulier d’or8réans)  R? une application du type
(X,Y) €V CR® = (xy) = (f(X,y),9(X,¥)) e 2 CR?

telle que

e I'équation (x,y) = (f(X,y),9(X,y)) admet une et wune seule solution
(X,Y) € Q' quel que soifx,y) fixé dans(? (bijectivite);



of of
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v. Larelation
OA (¢f) = OpA T+ @O N

peut étre énoncée en disant glerbdtationnel du produit du champ scalaigeet du champ vectoriel
f estégal au produit vectoriel du gradient dget def augmenrg du produit dep et du rotationnel de
f.H

Les définitions du gradient et du rotationnel se traduipant

0 0
Ho= —(p€s<+ ey+a(zpez

0x
ot of, of, 9fy
<az—6x>eﬁ_<ax_6y>ez

o of, of
OAf= <—Z — —y> &+
Puisque le produit vectoriel de deux vecteaest b peut étre exprimé sous la forme

dy 0z

anb = (ab, — azby) &+ (abx — ab,) &y + (axby — ayby) &
il vient dés lors
(9, 9 o9, 99 09, 09
Dq)/\erq)D/\f_(ayfZ azfy>eX <6f axf e+ af ayf e
of, of, af,  of; of, of,
+(p<6y az>ex+(p<az_6x>q’+(p<ax—6y>ez

= OA(¢)

Question I

i. Les solutions de I'equationx = arctgx correspondent a l'intersection du graphique de la fonctio
arctgx et de la droiteox.
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Dans le cas ot < 0, 'équation ne possede pas de solution strictementipgguisque arcty et
ox sont alors de signes opposés Klr-o[. De méme, on peut exclure le oas= 0.

Il ne peut exister de solution strictement positive adiétipn dans le cas ail> 1. En effet, dans ce
cas, la pente de la droite est supérieure ou égale a lae pgera fonction arctg a I'origine,

1
o 1+x%

darctgx
dx

x=0

X=

Puisque la pente de la fonction arctg décroit powr O croissant, les graphiques des deux fonction
ne peuvent se croiser sj, +oo|.

Dans le cas ow €]0,1[, par contre, le graphique de argtgst situé au-dessus de la droite au
voisinage de l'origine et en-dessous du graphiquexdpourx grand (compte tenu de I'asymptote
horizontale de la fonction arctg ). Les deux fonctions gtamtinues, il existe un point d’abscisse
Xo €]0,+00[ ou les deux courbes se croisent.

ii. La fonction arctg étant réelle et indéfiniment coifitinent dérivable suR, on peut lui appliquer la
formule de Taylor a I'ordre 2 ea= 1 pour toutx appartenant &.
En effet, la fonction vérifie alors les hypotheses de lanfde de Taylor puisgu’elle est réelle, 2 fois
continlment dérivable syt, x| (ou [x,1]) et 3 fois dérivable sufl, x[ (ou]x, 1]).
La formule de Taylor a I'ordre 2 pour la fonctidi{x) = arctgx s’écrit

F) = Pa(x) + Ra(X)

ou

-1 / -1 2 "
Py(x) = f(1) + (Xl! ) (1) + & N Sty
et 3
Ro(X) = % f3(8) avec £eJLx (oulx 1))
D’une part, il vient successivement
f(x) = arctgx f(1) = 2
I _ 1 ! — 1‘
=170 W= 3
" _ —2X " _ _}
f7(x) = m (1= >
de sorte que
omox—1 (x—1)7?
PH=3T" g

D’autre part, on calcule également
£(x) = 6x2 —2
C(1+x2)3

de sorte que le reste peut s’écrire sous la forme

(x—1)3 682 -2
6 (1+&2)3

Ro(X) = avec &€|1,x| (oug€]x1|)

lii. Sixe[0.8,1],¢&€]x,1[cC [0.8,1] et

6E2—-2 6(1)%2-2 4

(1+¢2)3 < (1+x2)3 ~ (1+x)3

|f///(E)| — f///(E) —



Le reste®, peut donc étre majoré selon
3
2 (Ix—1\* 2/1-x
X)| <= =_
IR )’—3<1+x2> 3<1+x2>

iv. L'équation approchée a résoudre est

4X_T[+
57 4

x—1 (x—1)?
2 4

soit
5x% — 4x+5(3—1) =0

qui admet comme solutions

2++/25m—71
Xjg=——"—F—"—
5
La solution approchée positive recherchée est donc
g 24+ +/25m—-71
B 5

v. Non, l'erreur R2(X) ne constitue pas une estimation de I'erreur sur la solutien’&juation
considérée R, (X) mesure I'écart entre arcxgét 4X/5, pas entrex et la solution exacteq de
I'équation proposée.

Comme le montre la figure ci-dessotks, mesure une erreur sur I'axe vertical alors que la diffeeenc
X — Xg doit étre mesurée horizontalement.

y

0.759354

0.759304

0759254 . . X

T ~ T
0.09491 XO X 0.09492

Question llI

i. Dans le cas particulier considéré, I'équation diffigtielle s’écrit
X(t) 4 4%(t) + 5[x(t) — 1] = —10+¥(t)
ou
. 2 - .
y(t) = @(smt) = —sint

soit, sous forme canonique,

X+ 4X+5x= —5—sint

L'équation difféerentielle a résoudre est linéaireneh homogéne. Sa solution générefe est donc
la somme de la solution généraigt) de I'équation homogéne associée et d’'une solutionqudigire
Xp(t) de I'equation non homogene.



Solution grérale de léquation homogne.

L'équation étant linéaire a coefficients constantssoonsidérons le polyndbme caractéristique
associ&? + 4z+ 5 dont les zéros sont les complexes conjugués

710 =—2%i
La solution générale de I'équation homogéne s'édoitsa
Xn(t) = e % (Acost + Bsint)
oU A etB sont des constantes.

Solution particulére de lequation non homame.

Le second membre peut s’écrire

—5—sint = fy(t) + fo(t) avec fi(t)=-5 et fa(t)=—sint
Comme I'équation est linéaire, on peut rechercher ungtisol particuliere de la forme
Xp(t) = Xpa(t) +Xp2(t)
oU Xpi(t) est une solution particuliere de
X+ 4x+5x = fi(t), ie{1,2}
o Par simple inspection, on constate aqie= —1 est une solution de
X+ 4x+5x= -5

e Puisqué n’est pas un zéro du polyndme caractéristique de I'Bgndomogene, nous pouvons
rechercher une solution particuliére de

X+ 4X+5x = —sint

de la forme
Xp2(t) = C1cost 4 Cpsint

ouC, etC, sont des constantes. On calcule successivement
Xp2(t) = —Cysint 4+ C, cost

et
Xp2(t) = —Cicost — Cysint

Substituant ces expressions dans I'equation non honeog@gmespondante, il vient
—Cycost — Cysint 4 4(—Cy sint + Cycost) + 5(Cy cost + Cp sint) = — sint
En identifiant les coefficients des fonctions cosinus etssion obtient

4(C1+Cp) =0 | 1
soit Ci=-C=-=
4(Cp—Cp) = -1 8
de sorte que

1 .
Xp2(t) = é(cost —sint)

On a donc identifié la solution particuliere

Xp(t) = Xp1(t) +Xp2(t) = =1+ %(cost —sint)



Solution grérale de léquation non homame.

La solution générale de I'eéquation différentielle dshc

. 1 .
X(t) = e %(Acost + Bsint) — 1+ g(cost —sint)

Solution du prok#me.

Les conditions initiales permettent de déterminer lestamedA et B.
En dérivant la solution générale, on obtient

. . . 1 .
X(t) = —2e %(Acost + Bsint) + e % (—Asint + Bcost) + g (= sint — cost)

de sorte que

1
1=x(0)=A—1+~ P
8 8
1 = 31

0=x(0) = —2A+B—= B— 2=
x(0) +B-3 8

Finalement, la solution du probleme differentiel siecr

15 31 . 1 )
X(t)=e? <§ cost + o smt> — 1+ 5(cost —sint)

ii. Dans le cas de la réponse libre, I'équation décrivamhouvement s’'écrit
mX(t) + cx(t) + kx(t) = ké —mg

Elle est encore linéaire et non homogéne. Sa solutioBraéex(t) est donc la somme de la solution
généralexy(t) de I'equation homogene associée et d’'une solution qudigre x,(t) de I'equation
non homogene.

Par simple inspection, on constate que

k¢ —mg

est une solution particuliére quelles que soient les valdas parameétres de sorte que

X(t) :xh(t)+€—ng

L'équation homogéne étant linéaire a coefficientsstants, sa solution générale peut étre obtenue
en considérant les zéros du polyndme caractéristicrides solutions de

mZ+cz+k=0
Une discussion doit donc étre menée suivant les valeigsspar le réalisant

p = c®—4km



) p:o

Ce cas se produit §¢ = 4km Dans ce cas, le polyndme caractéristique possédededpeible
réel négatifz; , = —c/2met la solution générale de I'equation homogéne stécri

ct
Xy(t) = (At+B)e 2m
ou A et B sont des constantes.
e p<O
Ce cas se produit % < 4km Dans ce cas, le polyndme caractéristique posséde lpszéeos
complexes conjugués
—c+iv4km—c?

2m
et la solution générale de I'equation homogene gécri

Z)p =

ct
—— Vakm— c2 . /4km—c?
Xh(t) =e 2m | Acos———t+Bsin——t
2m 2m
oU A et B sont des constantes.
ep>0

Ce cas se produit % > 4km Dans ce cas, le polyndme caractéristique posséde lpszéeos

réels négatifs
—c++v/c2—4km

2m
et la solution générale de I'equation homogene gécri

VA S

Xn(t) = Ae +Be#
ou A et B sont des constantes.
Dans les trois cas,les exponentielles d’argument négssifirent que

lim Xx,(t)=0

t—+oo

de sorte que mg mg
o = im0 = Jim, (i) + =) =

Pour toutes les valeurs des paramétres tellesrgug k¢, on a donc

Question IV

Le probleme posé est un probleme d’optimisation avex deutraintes d’égalité qui peut s’écrire sous

la forme .
min f(x) = VX2 4+y2+72

P xER3
S.C. 01(x) =X+2y+z—1=0 et gy(x)=x+y—2=0

x(t)wé—%gaéo, (t = +o0)

Remarquons tout d’'abord que ce probleme posséde undosoliEn effet, il peut &tre interprété
géomeétriquement comme la recherche de la distanceigitierde la droite située a l'intersection des deux
plans non paralléles correspondant aux égquations déarsgst

9



Le minimum des fonctions/x2 +y2 + 22 et x? +y? + 72 étant obtenu au méme point, le probléme posé
se simplifie en

min f(x) =X +y?+ 2
P | xeR3

S.C. g1(x) =x+2y+z2—1=0 et g(x)=x+y—2=0
Les deux contraintes linéaires permettent d’élimiesrvariablesy et z selon
y=2—-x et z=1-x—-2(2—x)=x—3
ce qui donne
F(X) = f(x,2—xx—3) = x>+ (2—X)?+ (x—3)? = 3x* — 10x+ 13

Puisque la fonctiolir est définie et dérivable silt, le minimum recherché se trouve parmi les points
stationnaires d&. Ceux-ci vérifient

F/(x) =6x—10=0
Il'y a donc un seul point stationnaine=5/3.

Ce point correspond bien & un minimum de la fonctfopuisquef”(5/3) = 6 > 0.
La solution de norme minimale du systeme linéaire dormé&enc

w— (21 4
~\33 3

et la norme correspondante vaut

BRONOES

ii. Les fonctionsf, g; et g, sont indéfiniment contindment dérivables &# et donc différentiables.

De plus, on peut construire la matrice

o0 g
ox  0Ox
1 1
0 0
G=(On(x) Dga(x) = a%l 5%2 =121
10
001 0g;
0z 0z

dont le rang est égal a 2 et est maximum, ce qui garantit esigiadients des contraintes sont
linéairement indépendants.

On en déduit que le minimum a identifier peut &tre recherngrmi les points stationnaires du
Lagrangien

L%, Yz A1,A2) = X+ Y2+ 22— A(X+ 2y +2— 1) = Ao(X+y—2)

10



Ces points stationnaires sont les solutions de

oL

&:2x—>\1—>\2:0
g—;:Zy—Z)\l—)\Z:O
%:Zz—)\lzo
j—)l\'lzl—x—Zy—z:O
(;3—;\'2—2—x—y:0

En exploitant la troisieme et la deuxieme de ces équstion obtient
A=2z et \y=2y—4z

ce qui conduit, en injectant ces résultats dans la pren@§uation, au systeme de 3 équations a 3
inconnues

X—y+z=0

X+2y+z=1

X+y=2
Soustrayant membre & membre les deux premieres égsiatiommbtient

. 1
3y Soi y 3

Substituant cette valeur dans la troisieme équationtauve alors

1 5
_o_y—p_=_"2
X y 3° 3

De la premiére équation, on tire enfin

5 1 4
z:—x+y:—§+§ = _é

_ (51 4
*=\33 7 3

Puisque la solution de norme minimale existe et que le Lagganne posséde qu’un seul point
stationnaire, celui-ci correspond a la solution de nornimale recherchée (déja déterminée en

i)

de sorte que la solution s’écrit

11



