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Une particule de massa et de charge électrique e,
assimilable & un point matériel P, se déplace sans Be,
frottement dans le champ de la pesanteur sur unrail < | ~=()

circulaire de rayora situé dans un plan horizontal.

Le rail tourne a la vitesse angulaif@ constante
autour d’'un axe vertical passant par un de ses points
noté O.

@)
L'équation du rail, dans un systeme de coordonnées =
polaires centré en O, est donnée par 2acosd
(voir dessin). C

La particule et le rail sont plongés dans un
champ d'induction magnétique verticale constante o
et uniformeBe, (B < 0 ouB > 0).

i. Déterminez le nombre de degrés de liberté du systénitreduisez une (des) coordonnée(s)
généralisée(s) indépendante(s) permettant derddermouvement de la particule.

ii. Relevez toutes les forces agissant sur la particule tez-@n les caractéristiques principales
(direction, force appliquée/force de liaison, force camative).

iii. Ecrivez I'equation différentielle vectorielle du mouvent.

iv. Exprimez I'équation difféerentielle vectorielle &@ au point précédent en fonction des vitesse et

accélération relatives de la particule par rapport du rai

v. Déterminez une intégrale premiere scalaire du mowvenen précisant son interprétation
physique éventuelle.

vi. Montrez que l'intégrale premiere obtenue ci-desseist gtre écrite sous la forme

de\
— ) —(1+n)cogB=C
(5) -a+n
ou C désigne une constanta,un nombre sans dimension & précisen et Ot est un temps
adimensionnel.

vii. En discutant en fonction du parametret de la constant€, étudiez les differents mouvements
possibles sur un diagramme de potentiel. Précisez lesusiies positions d'équilibre relatif et
leur stabilité.

viii. Dans le cas oln > —1, déterminez la pulsation des petites oscillations deattiqule autour de
6=0.

iX. Sin=2 et sila particule est lancée sur le rail dans le sens toig@trique a partir du point’O
(6 = 0) avec une vitesse relative par rapport au rail de nopme 3a(2, déterminez I'amplitude
0* de ses oscillations sur le rail.

x. Dans les mémes conditions qu’'a I'item précédertiggéinez I'expression intégrale de la période
d’'oscillation du point matériel.



SOLUTION

i. Le systeme étudié est un point matériel astreint déggacer sur un rail dont le mouvement est
connu. Il est soumis a 2 liaisons et possede donc un seté diegliberté. Son mouvement peut
étre décrit par la seule coordonnée généralgséspérant sa position sur le rail, comme indiqué
sur le dessin ci-dessus.

ii. Les forces appliquées sur la particule sont
e Mg = —Mge,, la force de pesanteur, conservative ;
e F = q(5ABe,), force non conservative mais développant une puissantie puisque
perpendiculaire au vecteur vitesse de la particule.

La force de liaison est normale a la courbe de guidage etcanaiyose en
e Ry, force de liaison agissant selon la normale principale &u ra
e Rp = Rge, force de liaison agissant selon la binormale au rail.

iii. L'équation differentielle vectorielle du mouvemede la particule s'écrit
mS= —mge, + d(SA Be;) + Ry + Ree;
ous=OP.
iv. Introduisons la dérivéee relativgf évaluée dans les axeg, g, €, liés au rail en rotation a la
vitesse angulair€ constante autour d&. La formule de Poisson permet d’écrire

. 0s
=—4+0Q
S 6t+ eNs

et donc
2

o (ds 0s 0°s 0s
5= — [ = +QeAs )+ =+ QNS = = + 206, A — +Q%(e,-5)g, — NS
6t<5t+ ezA>+ ezA<6t+ ezA> s TN (&-9)&;
ou e, -s= 0 puisque le rail est situé dans un plan horizontal.

L'équation differentielle s’écrit donc

&%s ds 8s

0s
= —Mge; + a5 A Be;+gQBs— qBQ(e;-s)e; + Ry + Rge;

soit, finalement, puisque le rail est horizontal,

&s ds ds
m [ﬁ + 2Qe, A 5 —st} = —mgeﬁ-qa ABe;+0g2Bs+ Ry + Rge,
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v. Multipliant I'equation précédente scalairement [savitesse relative, on obtient

Vi.

Vii.

ds &°s ds ds
M= — —m?—.s=qQB="s
3ot & ST P
ou on a tenu compte de ce que la vitesse relative est tangdstmourbe et donc perpendiculaire

a ses normales.
Cette équation peut encore s’écrire

15 2\ 1/ ., oOB\d , .,
5&( )‘5(“?)7(”5‘”—0

soit, aprés intégration temporelle,

s
ot

os

2
(2B
=|| - <§22+ %) |s||? = constante (1)

Cette intégrale premiére ne représente pas la congandd I'énergie car la force de liaisd®,
développe une puissance non nulle au cours du mouvement.

Ona
s=2acosfe et |s|?>=4a’cos0

2
g—tS:—Zaésinee(+2aécoseee et Hg—tsu — 43262

soit, en remplagant dans (1),
- QB
4a%0° — <QZ + %) 4a® cos’ 6 = constante

Introduisons la variable sans dimensipa: Q2t, on a

d _ddr_d

dt  drdt dr

soit
2
QB
43202 <@> - <92+ q_) 4a? co€ 0 = constante
dt m

ou encore

do\ 2

= —(1+n)cogH=C 2)
ou B

"=

A partir de I'integrale premiére (2), le mouvement pemé &iscuté sur un diagramme de potentiel
en considérant les variations dé8) = —(1+n)cos’ 8 en fonction ded € [—11/2,11/2], puisque
seules ces valeurs @ecorrespondent & des positions de la particule sur le rail.

Pourn> —1,0na

V(®)

|
N
N

—0* 0

Ce]—(1+4n),0

—(1+n)




La nature du mouvement relatif peut étre discutée en iomate la valeur de la constant
apparaissant dans (2). Cette constante dépend des oordititiales.

e SiC = —(1+n), la particule est en équilibre relatif (marginalemengbé end = 0 (point
o).
e SiC€]—(1+n),0], 6 varie entre—6* et0* et le mouvement est périodique autour de O

e SiC =0, la particule est en équilibre instable 8n= £1/2 (point O) si elle s’y trouve
initialement ou réalise un mouvement asymptotique verm@ns

. : . do . :
e SiC > 0, toutes les valeurs disont accessibles. La vitesse relanat{a ne s’annule jamais et
le mouvement est révolutif.

Pourn< —1,ona

—(1+n)

Ce€]0,—(14n)]

—0* 0"

|
NIg

[NE
(5]

La nature du mouvement relatif peut étre discutée en fomate la valeur de la constant
apparaissant dans (2). Cette constante dépend des oordititiales.

e SiC =0, la particule est en équilibre (marginalement) stabl® ent-1/2 (point O).

e SiC€]0,—(1+n)[, 6 varie entre—6* et6* et le mouvement est périodique autour de O.

e SiC = —(1+n), la particule est en équilibre relatif instable @r= 0 (point O) si elle s’y
trouve initialement ou réalise un mouvement asymptotiegre O sinon.

. , . do
e SiC > —(1+n), toutes les valeurs d&sont accessibles. La vitesse relatiatTe ne s'annule
jamais et le mouvement est révolutif.

Pourn=-1,V(8) =0.

e SiC =0, I'equilibre relatif est indifférent, possible en chagpoint du cercle. Dans ce cas,
la nature de I'équilibre peut &tre obtenue par I'étuds plerturbations) d'une positionBe
quelconque. On 8= B+ 1. L'équation differentielle donnant I'évolution de lagurbation
s’obtient en dérivant (2) par rapportaOn a

d’n
— =0=n=At+B
dr? d *
OoUA etB sont des constantes. On en conclut que I'équilibre estuitilere relatif faiblement

instable.

e SiC > 0, toutes les valeurs desont accessibles. Le mouvement est révolutif.

viii. Par dérivation de (2) par rapporttaon obtient, apres simplification,

d—29 + (14 n)cosBsin®=0
dr2 N
Dans le cadre de petites oscillations autoubfde0, cette équation peut &tre approchée par
d’e

P‘l‘(l‘i—n)ezo
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Dans le cas on > —1, les solutions de cette équation s'écrivent
0(1) :Clsin< 1+nr) +Czcos( 1+ nr)
ouC; etC, sont des constantes. La particule décrit donc des osmiitatie pulsation

w=v1+nQ

ix. Dans le cas ot = 2, l'intégrale premiére (2) s’écrit
2
<@> —~3cog8=C
dt

La constanté& peut étre déterminée grace aux conditions initillesO et

os : . do_6 3

5 =2a0 = v, = 3a0) soit w-a-2
ce qui donne

de? 3
(ﬁ) —30059——21 (3)
Le diagramme de potentiel correspondant a ce cas peutstjrtgssé comme suit
V(6)
-2 -6 o* 3
: : 5
C=-3/4
-3

L'amplitude des oscillations autour @e= 0 est déterminée en résolvantd*) = C, soit
3 T
—3c0$0" = -3 de sorte que  6* = 3

X. En séparant les variables, 'intégrale premiére (8)duit a

doé

3
\/300§9—:1

La périodeT des oscillations d’amplitud@* = 11/3 est donc donnée par

- /Tdt 1 QTd 4/“/3 de 8v/3 (3 de
= = — T=— =
0 Q Jo QJo 3 32 Jo +4cog6-1
3cos?re—z1

dt =




