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On étudie le mouvement du Pére Noél qui s'est assoupisuiasiteuil a bascule quand Foufou vient
se placer sur le patin/pied du fauteuil. Le fauteuil roulessglisser sur le sol en un mouvement plan. Le
patin du fauteuil est assimilé & un arc de cercle de rayetrd’'épaisseufa— b) (oub < a). Le Pére Noeél
et le fauteuil forment un solide indéformable de madsadont le centre d'inertie est précisément situé au
centre de cet arc de cercle. On ndte moment d’'inertie du solide constitué du Pere Noél efediteuil
pour la rotation autour d’un axe perpendiculaire au plan duvement passant par son centre d'inertie.
Foufou est assimilé a un point matériel P de massgii glisse sans frottement sur la face supérieure du
patin. Sa position est repérée par I'anglenesuré par rapport a la verticale (voir figure).

i. Déterminez le nombre de degrés de liberté du systétag(solide + point matériel) et introduisez
des coordonnées généralisées permettant d’en eéernnouvement.

ii. Relevez toutes les forces agissant sur le solide et syolet matériel en indiquant leurs
caractéristiques principales (point d'application,edtron, force appliquée/de liaison, force
conservative, force externe/interne par rapport au systetal).

iii. Déterminez la condition de roulement sans glissenaiensolide sur le plan horizontal.
iv. Ecrivez le theoréme de la quantitée de mouvememir le syseéme total
v. Ecrivez le theoréme de la quantite de mouvemgodr le point matériel.

vi. Ecrivez le theoréme du moment cinétigpeur le solide par rapport & un repére centré en son
centre d'inertie et dont les axes sont paralléles a des iagetiels.

vii. A partir des équations écrites ci-dessus, donnez uremstde 2 équations differentielles
du second ordre a deux inconnues ne faisant pas intenemifolces de liaison inconnues
et permettant, avec la condition de roulement sans glissende décrire complétement le
mouvement du systéme.

viii. Déterminez les configurations d’équilibre du sysie.

ix. En introduisant des petites perturbations de ces cordfiiguns, déterminez la période des petites
oscillations du point matériel autour de celles-ci.

x. Ecrivez le theoreme de I'eénergie cinétigpeur le syseme total par rapport & un repére inertiel
et déduisez-en une intégrale premiere dont vous méxida signification physique.

xi. Etudiez le mouvement du solide si le point matériel estddgient fixé sur celui-ci et si,
initialement, le systéme est au repos alors que le poinémehtse trouve a une position faisant
un angledg avec la verticale inférieure et que le fauteuil du PerelNdést pas incliné.

xii. Quelle est dans ce cas l'inclinaison maximale du failigw Pére Noél au cours du mouvement?

* Explicitez, en fonction des variables cinématiques etfde=es en jeu, les résultantes cinématique et dynamitfeevenant
dans ce théoréme.



SOLUTION

i. Le systeme étudié comprend un solide et un point rietér

Le solide en mouvement plan possede au maximum 3 degrésedi& Imais le contact avec le
sol et la condition de roulement sans glissement introdtidiaisons. Le solide possede donc
un seul degré de liberté.

Le point matériel est astreint a se déplacer sur une edfadrcle de rayoh) dont le mouvement
est connu si celui du solide est connu. Il posséde donc anssul degré de liberté.
Au total, le systeme étudié posséde deux degrés dedibe
Le mouvement du solide peut &tre décrit par la coordommaesurant le déplacement horizontal
de son centre d'inertie et par 'angdemesurant la rotation autour du centre d’inertie de I'axe de
symétrie AC du patin par rapport a la verticale CK (voir figlu Ces deux coordonnées sont liees
par la condition de roulement sans glissement (voir iii§.rhouvement du point est décrit par
I'angle ¢ donné dans I'énoncé.

ii. Les forces agissant sur le solide sont :

e Mg, la résultante des forces de pesanteur, force appliquéeomservative agissant
verticalement vers le bas au point C;

e R =NEy+TE,, force de liaison de direction inconnue dans le plan du mmeve, agissant
enK;

e Np = Npey, la force de liaison normale exercée par le point P sur lels@n I'absence de
frottement.

Les forces agissant sur le point matériel sont :
e mg, la force de pesanteur, force appliquée et conservatigsay verticalement vers le bas;
e —Np = —Npey, la force de liaison nhormale exercée par le solide sur Iptgei
Les forcestNp sont des forces internes au systeme constitué du soliie @int matériel.
ii. Le roulement sans glissement du solide sur le plan looi& s’exprime par I'égalité des vitesses

instantanées des points matériels du solide et du plaefix®ntact au point géométrique K a un
instant donnéi.e.
§ol _ ilan

Puisque le plan est immobile, ors&™" = 0
Le vecteur position d’'un point quelconque du pourtour didsglpar exemple A, s’écrit

Sa = XEx + ag
et, puisque le vecteur de Poisson du solidebEst on a



Vi.

Vii.

EnK, & = —Ey eteg = Ex de sorte que
50 = XEy+aPE, =0
Des lors, le roulement sans glissement du solide sur leg¥sgprime par la relation
x+af=0 1)

Le théoreme de la quantité de mouvement pour le systiotal s’écrit

No = N&'+ N§ = M& + mé& = G® = Mg+ mg+R
ou
sc = XEx donc 5c = XEy

et, puisque le vecteur de Poisson des axes lies au poistigla&SthE,,

Sp=XEx+ber, S =XEx+bde, et % =XEx+bde, —bd’e
Finalement, on a

(M + m)XEy + mbde, — mbd?e; = — (M +m)gEy + NEy + TEy 2)
Le théoréme de la quantité de mouvement pour le poitérehs’ecrit

NS = mé = mg— Np
soit
MXEx + mbde, — mbd2e; = —mgEy — Npey ®)

Le théoreme du moment cinétique pour le solide papoapa un systeme d'axes d’orientation
fixe centré en son centre d'inertie s’écrit

Hc=Mc

ou

Puisque le vecteur de Poisson du soIideéEQt il vient
He = Jc- o = JOE;
et, en projetant le théoreme sur I'aike
Jo=aT 4)

Il est possible d'obtenir une premiére équation nisdat pas intervenir les forces de liaison
inconnues en projetant I'équation (3) sur I'axe perpendiculaire a la force normale. On a

MXEy - €2+ mbd = —mgEy - &
soit
mxXcosp + mbp = —mgsind ()
Ensuite, la projection de I'équation (2) sur I'akg donne
(M 4+ m)%+ mbde, - Ex — mbdp?e; - Ex =T

soit, en utilisant I'equation (4) pour élimindr et la condition de roulement sans glissement (1)
pour éliminero,

(M 4+ m)%+ mbd cosp — mbdp?sing = J—: = _‘;—)2(
c'est-a-dire ]
<M+m+¥> %+ mbd cosp — mbp?sing = 0 »)

Les équations<{) et (#) constituent un systéme de 2 équations differentighiesr x et ¢ ne
faisant pas intervenir les forces de liaison inconnuesreh@iant, avec la condition de roulement
sans glissement, de décrire completement le mouvemesystéme.
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viii.

X.

Les configurations d’équilibre s’obtiennent en atanti les vitesses et les accélérations dans les
equations ) et (#) décrivant le mouvement. On en déduit la seule conditing s= 0. Toutes

les configurationgx, $) = (Xey, 0) sont donc des configurations d'équilibre du systeme. uéese
valeur possible poud a I'equilibre estd = 0 car la positionp = 11 n'est pas physiquement
réalisable. L'équilibre est par contre indifferent pdaiposition du disque.

. Le mouvement du systeme est décrit par les équatiOhet (#), soit

<M +m+ %) %+ mb cosp — mbdp?sing = 0
mxXcosp + mbd = —mgsind

Les équations décrivant I'évolution de petites peratidns des configurations d’équilibre=
Xeq + N1 €L = N2, S'€crivent

J . . Co
(M +m+ ¥> fi1 + mbrj2 cosnz — mbn3sinn, =0
M1 CosN2 + Mbiz = —mgsinn;

En linéarisant ces équations, on obtient

J\ . ..
<M+m+¥> A1+ mbr, =0
mi1 + mbriz = —mgn2

De la premiére équation, on tire

. mb ..
M=——"31"N2
M+m+—2
a

Injectant cette expression dans la seconde, on a

m ;
mb 1= ———73 | N2=—mgn2
M+m+—2
a
qui se simplifie en
J
M+ ). _ . g MEmt
b — g3 [N2= 92 soit ﬂ2+5 —73  [n2=0
M+m+—2 M—|——2
a a

La solution de cette équation s’écrit
N2 = Acoswt + Bsinwt

ou A et B sont des constantes et ou on a posé

J
M+m+—2
a

J

oo |9
b
M+

La période des petites oscillations du point matériellest2rt/w.
Le théoréme de I'énergie cinétique au point fixe O delsysteme total s’écrit

To=T8"+T8 =Pg*" ™ =Mg-5c+mg- % +R-& +Np- & —Np- &



Xi.

Xii.

D’une part, la puissance développée par les differeotegs est donnée par
Mg-Sc = —MgEy-XEx =0
mg- S = —mgEy - (XEx + bdez) = —mgbd sind
R -8 =0 puisques =0
Np- 5% — Np-5 = Np- (XEx+ BE, A be) — Np- (XEx+ bdey)
— Np- (XEx+ bBey) — Np- (XEx + bdes) = Npey - b(6 — d)e = 0

D’autre part, I'énergie cinétique associée aux deéxngnts du systeme peut étre exprimée sous
la forme

1 . 1 .. 1 . .
T = Ml = SmiNEx+ bes|> = Sm(XEx-+bbey) - (XEx+bez)

1 . :
= Em(x2 + b?$? + 2bxd cosp)
o 1 1 1 1 1
T = ZM||&|?+ Te = MR+ Zw-Jc - @ = =M@ + ZJ6?
0 2\|Sc\|+c 2X+2w cw 2X+2
Regroupant ces résultats, le théoréme peut étre ei&maus la forme

% %M)’(2+%J€2+%m(k2+b2¢2+2b5<¢005¢) = —mgb¢ sing

On en tire l'intégrale premiére de conservation de ligreedu systéme total

%sz + %J'e2 + %m(x2 + b?$? + 2bxd cosp) — mgbcosp = E

Si le point matériel est rigidement fixé au solide, ilitne avec celui-ci @ = 6. En intégrant cette
relation entre les vitesses angulaires du point matériéli essolide, on obtienp = 6 + constante
ou la constante peut étre déterminée en utilisant leslitons initiales¢ = ¢o et 6 = 0, soit
¢ =6+ do.
L'intégrale premiere de conservation de I'énergie palors s’écrire en fonction de la seule
variable@ sous la forme

1

2
ou on a aussi utilisé la condition de roulement sans ghiese: (1) pour €liminek au profit ded
et ou la constante peut étre déterminée en utilisant les conditions iliti@ = 0 etd = 0. On a
alors

[J + Ma? + ma? + mb? — 2mbacog 0 + ¢o)} 62 — mgbcog B+ ¢o) = E

% [J + Ma? + ma? + mb? — 2mbacog0 + ¢0)] 62 — mgbcog 0+ ¢g) = —mgbcostg

Le coefficient multiplianté étant strictement positif, le mouvement peut étre &uglir un
diagramme d¥ (6) = —mgbcog 0+ o).
V(6)

— o

Le mouvement du fauteuil est constitué d’oscillationsnafditude ¢o autour de la position
0= —oo.

Les points de réflexion délimitant le puits de potehtutour ded = —¢o correspondent aux
solutions de

—mgbcospo

—mgbcog 8+ ¢o) = —mgbcospo
soit6; = —2¢g et B, = 0. Le fauteuil du Pere Noél s’inclinera donc au maximunndamgle &g
au cours du mouvement.



