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[oe] [ee]
i. La convergence absolue de la sé@ak implique-t-elle la convergence absolue de la séze%?
K=1

Justifiez.

. La convergence des sen% ay et z by implique-t-elle la convergence de la se@ axby ? Justifiez.
K=1 K=1

iii. Montrez que la série
[oe]
3 a“cogbmx)
K=1

définit une fonction continument dérivable fusi a etb sont des constantes réelles telles qued< 1
etO<ab< 1.

N.B. : Si ces conditions sur les constantes a et b ne sont pgdlies, la fonction refsenge par la €rie
peut pesenter des comportemegtonnants. Par exemple, lérge repésente une fonction continue sur
R mais cerivable nulle part sD < a < 1 etab> 1+ (3m)/2.

Question Il

i. Etudiez la convergence de la série numérique

= Ink
Z 1+K2

i. Etudiez la convergence de la série numérique

z1+k

iii. Etudiez en fonction du parametgec R la convergence de la série numérique

i kS|nB(1/k)

1
Suggestion : on pourra utiliser leesultat >tg< > >1 Vx> 1.

Question llI

i. Déterminez le domaine de définition de
[ X2k+1

S0=2 ki1

ii. Exprimez S(x) en série de puissances. Pour quelles valeurs dette expression est-elle valable ?
Justifiez.

iii. Sachant que

IN(1—x) = — wxe [-1,1],

~| %

déterminez une expression 8au moyen de fonctions connues valable sur l'intervalle deemence.



SOLUTION TYPE

i. Quelque soik>1,0na
a | _ lad
—= =< &
2= S <
Le terme général de la série deg/+/k| est donc majoré par le terme général d’une
série numérique convergente puisque la sérieadest absolument convergente.  Total i. : 3 pts (0 pt

Par le critére de comparaison, on en déduit la convergebselue de la série si affirmation correcte
mais sans justification)
[oe]
S &
& vk
ii. La série numérique de terme général Contre-exemple
(1)K approprié  dont on
_l k . yr
a = b = = (— 1)k mentionne o il
vk converge (méme sans

L ) ) justification) : 2 pts
est convergente en tant que série alternée ayvecl //k tendant monotonément vers

Zero.

Par contre, la série Explication de la di-
b vergence de la série
Zak KT Z k desaby : 1 pt

est divergente en tant que série harmonigue. Ce contrag&enontre que I'énoncé
est faux. Total ii. : 3 pts

iii. Considérons la série de fonctions

a“cogb*rx) ol 0<a<letO<ab<1

M s

k=1

Cette série définit une fonctioine C; (R) car elle vérifie les 3 hypothéses du théoreme
de dérivation des séries de fonctions.

o fi(x) = afcogb¥mix) € C1(R) f € C1(R) : 1pt
e Lasérie

i f(X) = iakcos(bknx)
=] =]

converge surR. Le critere de comparaison permet méme d’en justifier la

convergence absolue. On a en effet Hypothése de conver-
gence de la série : 1 pt
Justification de la
convergence : 1 pt

|acogbfmx)| < &, vxe R

ou & est le terme général d’une série geométrique (& temoeitifs) de raison
a < 1 convergente.

e La série des dérivées Expression de la série
© © des dérivées : 1 pt
Z z ab*risin(b*mx) Hypothese de conver-
K=1 K=

= gence uniforme de la
Série des dérivées : 1 pt

2 Preuve de la conver-
gence uniforme de la

Série des dérivées : 1 pt



converge uniformément sli¥ puisque son terme général est majoré en module

par le terme général d'une série numérique convergéitere de Weierstrass).

On a en effet
|akb*Ttsin(b*Tx) | < (ab)*m, Yx e R

oU (ab)*mt est le terme général d'une série géométrique de ramr: 1
convergente.

Question Il

. .. < Ink R i . o

i. La série z 118 est a termes positifs. Son terme général tend vers zérerifie
K=1

donc cette condition nécessaire de convergence.

Ona
Ink Ink_ 1

e~ i =) o )

puisque Irk = o(v/k), (k — +o0). La série est donc convergente.

, . . < Ink . iy -

ii. La série ) ok est a termes positifs. Son terme général tend vers zévériie
K=1

donc cette condition nécessaire de convergence.

La série diverge puisque

1 Ink
R:°<m>’“‘*+°°)

Ce résultat évident peut étre vérifie en calculant

1
: K 14k 1+k . 1
Ao Tk =M kink ek ketwink S 070
1+k
i inf(1/k . :
iii. Lestermesde la sérl§ (—1)"# sont de signe variable.
K=1

Pour préciser le comportement du terme général, on notdajformule de Taylor

permet d'écrire

sinx~Xx, (x—0)
de sorte que
sin(1/k) ~ 1/k, (k— +o)
Dés lors,
siff(1/k)  (1/kP 1
< Tk e kot

On en déduit que

lim (—1)K
k%+00( )

siff(1/k) im (-1 [=0sip>-1
k koo KB | £0sip<—1

Total iii. : 6 pts
ToTAaL QI :12 pts

Série a termes posi-
tifs : 1 pt

Application  correcte
d'un critére : 1 pt
Conclusion correcte :
2 pts

Total i. : 4 pts

Série a termes posi-
tifs : 1 pt

Application  correcte
d’un critére : 1 pt
Conclusion correcte :
2 pts

La justification des
comportements
asymptotiques
évidents  par un

calcul de limite n’est
pas nécessaire.
Total ii. : 4 pts

Pourp < —1, le terme général de la série ne tend pas vers zéro érimdiverge Divergence justifiée si

(avec et sans modules).

B<—1:3pts



Pour étudier la convergence absolue de la série, on neté7go> 1, 0< 1/k < 1 et
sinf(1/k) > 0 de sorte que

SinP(1/k sinB(1/k 1 Convergence absolue
‘(—1)k f(/ )| = f(/ ) YaEE (k— ) justifiee pourp > 0 :
3 pts (dont 1 pt pour le

La série converge donc absolumerfsil> 1, c'est-a-dire s > 0. Elle ne converge Caractere absolu)

pas absolument §i < 0.

Etudions maintenant la possibilité de semi-convergereck gérie pour-1 < 8 < 0.
La série est alternée et peut s’écrire sous la forme

: Série alternée : 1 pt
sinP(1/k
(0 (e,
ou 5 kIim w =20 s>
; ——+o0
ve= MM 6 et limuve=0 “1:1pt
k Kk— 400

. _ . Décroissance  mono-
De plus,vi tend monotonément vers O puisque, en considéranmme une variable one - 2 pts (dont 1 pt

réelle pour le calcul de la dérivée et en prenant en cofapgaggestion donnée danspoyr Ja justification)
I’énonce,

-1
s B-1/1 1 = _qinf(l
d (sifd)) sir™ (o) cos() < @ > k=si(3) NB  :  Semi
dk k - k2 convergence justifiée
correctement pour
— _k—lzsinﬁ‘l <%> [E cos<%> +sin (%)] le seul casp =0 :
Maximum 2  pts
1 .54/1 1 1 sur les 5 pts de la
= _@S'”B <E> C°S<R> [[34‘ ktg <E>] semi-convergence
1 .g4/(1 1
—— = = >
< k3SI <k> cos<k> (B+1),vk>1
<0, Vvk>1 -1<B<0
Des lors, la série est semi-convergente polir< 3 < 0. Semi-convergence  si

—1<B<0:1pt
En conclusion, on a
e la série diverge § < —1;

e la série est semi-convergente-sl < 3 <0; Présence d’'une
conclusion cohérente
avec les résultats
obtenus : 1 pt

e la série est absolument convergent@ si O.

Total iii. : 12 pts
ToTAL QII :20 pts

Question I

i. Lasérie



définit une fonctiorS(x) en tous les points ou elle converge. Domaine = domaine

Le terme général de convergence simple
x2kt1 de la série (annoncé ou
U = k(K+1/2) mis en pratique) : 1 pt
n'étant pas positif pour tous les le critére du quotient est appliqué a la série des
modules : Formulation correcte

d’un critére appliqué a
B LY e’/ la série des modules :
k—>oo (k+ l)(k—|—3/2) 2pts

jim 192! i x2S k(k+3/2) = [x[% lim Kk +1/2) = |2
koo |Ug] haldd X|ZHT (k+ 1) (k+3/2)

Il nous assure que la série étudiée converge absoluméxt s 1, c'est-a-dire sur Conclusion sauf en
| =] —1,1] oul est l'intervalle de convergence de la série, et divergeqat sans x=+1:2 pts
modules) suf — o, —1[U]1, 4-co].

Enx= 41, la série des modules s’écrit Conclusion en+1 :
- 1 2 pts
2, k172
ou

1+ 1
kk+12) K’

de sorte que les deux séries numériques convergent atsoiu

(ks +e)

Domaine correct : 1 pt
La série converge donc sir1,1] qui est le domaine de définition de la fonctiSn  Total i. : 8 pts

ii. Toute série de puissances est indéfiniment continardérivable terme a terme sur

son intervalle de convergence. Ainsi, Justification de la
dérivation terme a
o0 X2k+l .
S(X) = z terme: 1 pt
& k(k+1/2) Intervalle ouvert : 1 pt

Expression de la série

est indéfiniment continument dérivable terme a termd stir— 1, 1] et il vient S
des dérivées : 1 pt

(2k+1) x2'<

PR EEEDR

Remarquons que, en= +1, la série des dérivées diverge puisqu’elle s’idendifian

multiple de) la série harmonique Divergence de la série
i 1 des dérivées er-1 :
4 k 1pt

La possibilité de dériver terme a terme la série ne peucdas étre étendue aux
extremités de l'intervalle de convergence. Total iii. : 4 pts

Utilisant le résultat

on peut alors écrire

8

S(x) = % = —2In(1—x%)
Expression analytique
Cerésultat est valablex €] — 1, 1] puisque cette condition permet & la fois de justifiefe g - 2 pts, dont 1 pt
la dérivation terme a terme et d'utiliser le développeatrau logarithme. pour le domaine de va-
lidité
5



En primitivant I'expression ci-dessus, nous obtenons

S(x) = /—Zln(l— x%)dx+C

ouC est une constante.
Effectuons cette primitivation par parties en posant

— 2 r_ ax
{f,_ —2In1-) =g
g=1 g=x
Il vient successivement Primitivation par par-
42 ties : 1 pt
S(x) = —2xIn(1— %) — / T sz dx Expression analytique
5 correcte  sous  une
— —2x|n(1_x2)+4/wdx forme ou une autre :
1-x 1 2 pts
— —2x|n(1—x2)+4/ dx—4/ T2 X

= —2xIn(1— x?) 4 4x— 4arcthx+C

Détermination de la
constante : 1 pt

La constant& = 0 peut étre déterminée en considérant la condition

0)=C = S S _ L'expression de la
&1 . primitive  sous la
_ forme [§...dt sans
Finalement, constante donne aussi
droit au point de la
_ 2 _ —
S(x) = —2xIn(1—x°) + 4x— 4arcthx, Vx €] — 1,1] constante.
La solution peut aussi étre exprimée sous la forme
1+X
S(x) = —2x|n(1—x2)+4x—2In%(, wxe] - 1,1]
Total iii. : 6 pts

ToTAL QIIl :18 pts

COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FliE\’QUENTES

De facon générale, les notions de base relatives aiess@umeérigues sont insuffisam-
ment acquises. En particulier, on prendra en compte éeadits suivants.

e |l faut distinguer les séries a termes positifs des sétant le signe du terme général
est variable car les critéres applicables sont diffexdra premiére étape dans I'eétude
de la convergence d’'une série numeérique est donc cetiiaaisn entre séries a
termes positifs et de signe variable.

e Lescriteres de comparaison, du quotient, de la racinelét ra s’appliquent qu’a des
séries a termes positifs. Sile terme général de la séeist pas toujours positif, il faut
appliquer le critére a la série des modules, ce qui pedmgastifier la convergence
absolue de la série.



e Si une série de signe variable ne converge pas absolurhentyient d’'étudier sa
semi-convergence. Un critere spécifique peut alorsaitpliqué aux séries alternées.
Si on établit la semi-convergence par application de déreril est toujours attendu
d’examiner I'éventuelle convergence absolue de la s&niece type de convergence
est plus ‘robuste’ que la semi-convergence.

e Pour pouvoir affirmer qu’une série est alternée, il ne spifs de pouvoir I'écrire sous
la formeuy = (—1)Xw. Il faut encore demontrer qug est de signe constant.

e |l ne faut pas confondre le critere de comparaison et lererierk®. Méme si l'idée de
base est la méme dans les deux critéres (convergenceesiie général se comporte
comme ou mieux que celui d'une série convergente et dinesgsi le terme général
se comporte comme ou moins bien que celui d'une série dimée), le formalisme
est tout a fait different.

Le critere erk® se base sur des comportements asymptotiqueskpeus- et utilise
comme référence les séries de Riemann.

Le critére de comparaison se base sur une majorationkpeit o N est a déterminer
et utilise comme référence n'importe quelle série et positifs ad hoc.

Une tres grande confusion a été constatée dans la dgatbon et 'utilisation de ces
deux critéres.

e Que ce soit via le critere de comparaison ou le criter&%raucune conclusion ne
peut étre tirée si le terme général se comporte mieuxcqlue d'une série divergente
ou moins bien que celui d'une série convergente.

Outre les remarques générales données ci-dessus,aoattettif aux points suivants.

i. e Les séries desgy et desak/\/E ne sont pas des séries a termes positifs. C’est
donc aux séries des modules correspondantes qu'il falitapp le critere de
comparaison. Ceci permet de justifier la convergence absitdula série des
ak/\/R en utilisant la convergence absolue connue de la sériades

e Les criteres du quotient, de la racine, de comparaison &t e donnent que
des conditions suffisantes de convergence. De la convergdrsolue de la série
desak on ne peut pas, par exemple, déduire que

ey 1
kl_lmm & < 1loula] s Avea > 1, (k— +o)
e De a
— =o0(&), (k— +oo
7~ 0@, (k> +e)

certains déduisent immédiatement que la sérieadesonverge en appuyant
leur raisonnement par une formule du type “la série se com@poieux qu’une
série convergente” ou en citant le critere de comparai€erraisonnement est
correct (mais tres incomplet) méme s'il ne suit explicisnt aucun des énoncés
démontrés dans le cours.

Pour étre completement explicite, il conviendrait digzque, par définition de
la relationo, le comportement ci-dessus implique que, pour &t existe N
tel que

ay
—| <¢lak|, vk >N
‘\/R‘_ i

7



Des lors, par le critere de comparaison et la convergebsel#e de la série des
ak, on en déduit la convergence absolue de la série proposée

e L'&noncé était faux. De trop nombreux étudiants ontrche a demontrer qu'il
était vrai alors que quelques essais avec differentassseonnues auraient
permis de se rendre compte que ce n'était pas le cas.

e Les séries de cet énoncé ne sont pas a termes positifdédanstration ne
devait donc pas faire cette hypothése.

e Les criteres du quotient, de la racine, de comparaison &t ere s’appliquent
gu'a des séries a termes positifs et ne donnent que destionis suffisantes
de convergence. Il n’était donc pas possible de déduiog qyue ce soit de ces
criteres pour les séries daset deshy.

e La série des produit§ axbx n'est pas égale au produit des sérjea s bx. Il
suffit pour s’en convaincre de remarquer @ub; + aphy # (a3 + a2)(by + by).
On ne peut donc pas déduire directement la convergencesé@ddades produits
en se basant sur celle des séries données.

e Cet énoncé faisait clairement appel au théoreme de&/adien des séries
de fonctions. Ce théoreme demande de vérifier 3 hypethéda continue
dérivabilité des fonctions de la série, la convergenoepke de la série et la
convergence uniforme de la série des dérivées (sur wmdie ad hoc). Aucune
de ces hypothéses ne doit étre oubliée.

e Remarquons que dans le théoréme utilisé, la convergsinggle de la série
suffit alors que c’est la convergence uniforme de la sérsedégivées qui est
demandée.

e Rappelons qu’une fonction continiment dérivabie G;) est une fonction
continue, dérivable et dont la dérivée premiére estgleme continue.

e La série donnée n'est pas une série de puissances. Uieedsepuissances
s'écrit en généraly,_gax(X — a)k. La variablex ne peut apparaitre que dans
une puissance, pas dans un cosinus. On ne pouvait doncuppks résultats
spécifiques aux séries de puissances.

e On ne peut pas déduire de<fa < 1 et 0< ab< 1 que 0< b < 1. Pour s’en
convaincre, il suffit par exemple de considéser 1/3 etb = 2.

¢ Afin de demontrer la convergence simple de la série, lereritle la racine basé
sur le calcul de

lim {/|akcoqbkTx
im /|2 cogbirm)|

ne peut &tre appliqué puisque la limite du cosinus n’exists a l'infini sib > 1.

NB Comme indige dans IEnon&, la fonctionétudie ici pesente un caraéte tres
étrange pour certaines valeurs de a et/ titre d’'exemple, les figures ci-dessous
présentent les graphiques de cette fonction sur les intes@)1], [0,0.1] et[0,0.01]
dans le cas b a=4/5 et b= 9. A toutes leschelles, au fur eh mesure qu’on se
concentre sur une plus petite zone, on voit apfiegades sauts intempestifs de plus
en plus nombreux de la fonction. On peut montrer que la fonadist continue mais
n’est cérivable en aucun point.




Question Il

Outre les remarques générales données plus haut, oattaraf aux €léments suivants.

i. etii.

e Si le calcul d'une limite implique le produit de deux termes comportant

comme 1 et 17, on ne peut en déduire simplement si la limite de 1 est
approchée par valeur supérielfie ) ou par valeur inféerieurél ™).

Il faut utiliser correctement les opérateurs et 0. On ne peut pas passer
indifferemment de I'un & l'autre. Sf = o(g), (k — +), on ne peut pas en
déduire quef ~ g, (k— +o). Par ailleurs, il faut toujours préciser le voisinage
dans lequel on travaille quand on utilise un comportemernagotique.

e Alécriture
Ink vk vk 1
e *’(m)’ (k) et T he ~iee (K7 +)
donc

Ink 1
11Kk :°<m>v (k= o),
on préféerera écrire, de fagon plus naturelle et pluspzmste,

Puisque Itk = o(v/K), (k — +),

Ink Ink 1 K ©
trie e ez ) ko)

La discussion en fonction d'un paramétre ne doit jamare &enée en
considérant des valeurs particulieres du param@ee 0, B = 1, ...) choisies
arbitrairement ou en séparant systématiquement les [tds parametre est
positif, négatif ou nul. Ce n’est que quand un résultat muaisonnement n'est
pas valable pour certaines valeurs du parameétre qu'uneistidn s'impose.

Ici, la condition nécessaire de convergence demandaitBosmt strictement
supérieur &1 pour que la série ait une chance de converger. C'est donc au
départ par rapport a cette valeur pivot dd qu'il fallait discuter. Ensuite,
I'étude de la convergence absolue, seulement vraie pauiO, amenait une
autre discussion.

La série donnée n'est pas a termes positifs. Il faut dommroencer par
déterminer pour quelles valeurs du parametre la conmesgeest absolue.
Comme la série est alternée, il est ensuite possible dftevési elle est semi-
convergente dans les autres cas en utilisant le criteresgmndant.

Dans I'étude de la semi-convergence, la justification dwet@re monotone

de la décroissance dg ne peut étre menée en considérant le comportement
asymptotique dev. Elle doit étre réalisee, comme dans la solution-type
proposée, se basant sur le signe/de

Le calcul des limites faisant intervenir les puissancesadenction sirfl/k) a
été trés mal réalisé. Le comportement asymptotiqoEl gk) ~ 1/k, (K — +)
permettait de simplifier ces calculs.

Dans tout probleme présentant un parametre, une caéoclusprenant les
differents résultats obtenus en fonction du paramétréndispensable.



Question Il

e C’est ala série des modules que le critére du quotientédi@ appliqué.
¢ Il ne faut pas confondre le domaine de convergence de la dérpuissances

et son intervalle de convergence. L'intervalle de conuecgeest I'ouvert sur
lequel la série converge absolument (celui ou le critdwequotient ou de

la racine donne une limitec 1). Le domaine de convergence peut s’étendre
aux extreémités de cet intervalle si les séries numesgeorrespondantes sont
convergentes. La série de puissances représente ungoformontinue sur
son domaine de convergence mais elle ne représente a pnierifonction
indéfiniment continlment dérivable que sur son intdevdé convergence.

Remarquons que, en= —1, la série devient

1) 2k+1 00

Z k+l/2 Z K( k+1/2

gui n’est pas une série alternée mais une série donteésusimes sont négatifs
et dont la convergence peut donc étre étudiee comme dedleséries a termes
positifs.

Pour justifier la dérivation terme & terme de la sérieautfmentionner qu'il
s’agit d’'une série de puissances et que cette opérattaloas permise sur son
intervalle de convergence (voir ci-dessus).

Afin de pouvoir étendre cette possibilité de dériver edrierme aux extremités
de l'intervalle de convergence, il faut vérifier si la €&dies dérivées y converge.
Ce n’'est pas le cas ici.

Les séries ne se manipulent pas comme des nombres. Comntiermérplus
haut, la série des produits n’est pas égale au produitatesset, par exemple,
on ne peut pas écrire

00X2k
22 K 22k 22K

Quand la fonction recherchée s’exprime au moyen d’'uregiaiie qui peut étre
calculée analytiquement, il faut réaliser ce calcul etedhiner la constante
d’intégration. Si l'intégrale ne peut pas étre caleylée choix de la primitive
sera réalisé pour que celle-ci vérifie une condition kaixe (valeur connue en
un point). Ici, on aurait pu exprimer la primitive qui s’aa@wenx = 0 sous la

forme «
:/ _2In(1—t?) dt
0
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