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université MATHO0502 - ANALYSE MATHEMATIQUE 2

. EXAMEN
Prof. Eric JM.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. De la convergence uniforme sjar, b] de la suite desy € Cy([a, b]), peut-on déduire la majoration
uniforme desfy sur[a,b], c’est-a-dire I'existence d’'une consta@e> 0 et d'un entieN > 0 tels
que, pour touk > N et pour toutx € [a,b], on a| fx(x)| < C? Justifiez.

f(x) =sin <11X)2(2>

n'admet pas de représentation en série de puissancesudein intervallg — p, p[ non vide.

ii. Justifiez pourquoi la fonction

iii. Montrez que sif € IL1(]0,+oo[) alors f (x) cosx € LL1(]0, 4-oo[).

iv. Le théoreme d’Ampére affirme que la circulation dadluction magnétique sur une courbe&
est égale au produit de la perméabilite magnétique da i et du courant électrique total
traversant toute surfacE s’appuyant sur la courb€. Le parameétreyy est une constante
strictement positive. Le courant électriquest compté positivement dans le sens compatible
avec la regle de la main droite appliquée au sens de pardeudr.

(a) Exprimez mathématiguement cette loi en utilisant lemfaisme du calcul intégral en
supposant quB € C;(R3) et queC est une courbe réguliere de longueur finie.

(b) Exprimezi en fonction du vecteur densité de courgritourant par unité de surface) en
sachant que est égal au flux d¢ a travers n'importe quelle surfageréguliere s’appuyant
surC.

(c) Déduisez la forme difféerentielle locale (sans imgdg) du théoreme d’Ampére en justifiant
les opérations effectuées.

Question I

On considére la série )

00

X
2+ 27
i. Etudiez la convergence de cette série.
ii. Pour quelles valeurs decette série définit-elle une fonction?
iii. Sur quel intervalle la fonctiorf définie par la série est-elle continue ? Justifiez.
iv. Montrez, en justifiant, qué vérifie une relation du type

g a In(1—x)

— (X)) = X
dx 0 si x=0

+B si x#0

ol a et sont deux constantes a déterminer. Sur quel intervatte celation est-elle vérifiee ?
Justifiez votre réponse.

=~

X wxe [—1,1].

Rappel :In(1—x) = — .

™

k



Question llI

Etudiez I'existence des intégrales suivantes :
i
T* +/Inx
1 X

+oo 9
J—
1 X2/Inx

|
/ dx
1 XV/Inx

dx

On considere une cuve sans couvercle ayant la forme d'@aibpkide de révolution d’axe vertical et
de hauteuh. Le rayon de la section horizontale de la cuve varie avecdedomnée verticale (mesurée
vers le haut a partir du fond de la cuve) setos /2hz La cuve est remplie d’un fluide homogene de
masse volumiqueg constante.

i. Esquissez la cuve.
ii. Calculez la massendu fluide contenu dans la cuve.
iii. Soit la pression hydrostatique(z) au sein du fluide donnée par

P(2) = pog(h—2)

ou la constantg > O est la norme de I'accélération de la pesantpar—ge,.
Calculez la résultantE des forces de pression exercées par le fluide sur la sutfdeda cuve,

c'est-a-dire
F= / / p(z) ndo
b3

ol n est la normale extérieure a la cuve.
iv. Veérifiez que les forces agissant sur le fluide s’équditt, c’est-a-dire que

mg—F=0



SOLUTION TYPE

i. La définition de la convergence uniforme peut étre erpe sous la forme

3]

f 2 f ssi (ve > 0)(3N) (vxe [a bl vk > N) : [fi(x) — F(X)| <&

Choisissant ure > 0 quelconque, on est donc assuré de I'existence d'un eNtiexl que,
Vx € [a,b] etvk > N,

[kCI[ = [fk(¥) = £() + FO)] < [h() = FO9[+ [T ()| < e+ [F(¥)]

Par ailleurs, la convergence uniforme sarb] de la suite desfy € Cp([a,b]) implique que
f € Co([a,b]). La fonctionf est donc bornée sy, b| de sorte qué/x € [a,b], 3C; > 0:

fX[<C

En rassemblant les résultats ci-dessus, on en deduagmdd®xistence d’'une constanfe=C; +¢
et d'un entie tels quevx € [a,b], Vk > N,

1f(X)| <e+Cr=C

ii. Toute série de puissances définit une fonction ind@@mt continlment dérivable sur son
intervalle de convergence. Seules les fonctions indéénincontiniment dérivables sur un
intervalle du typg — p, p[ admettent donc une représentation en série de puissdeges

Tel n'est pas le cas de la fonctidnpuisque

lim f'(x) = lim cos
x—0 x—0

I %{(erz) — 2xV/x2
)

2
=1lim —= =
x—0 3/X *
Cette fonction ne peut donc pas &étre représentée erssiipuissances.
ii. Lintegrale de Lebesgue étant absolument conveigen

f eL1(]0,4) < |f|€L1(]O,+oo[)
Des lors, puisque
[ f(x) cosx| < [f(x)| € La(]O, +o[),

le critére de Lebesgue permet de conclure & l'intégtakie f (x) cosx sur]0,+[. En effet, ce
critere affirme que toute fonction mesurable dont le modatenajoré par une fonction intégrable
est elle-méme intégrable.

iv. (@) Le théoréme d’Ampére s’écrit

fB-ds:poi
C

(b) Le courant électrique totaltraversant une surface s’appuyant sur la courb€ s’écrit, en
fonction du vecteur densité de courant

i://zj-nda

ol n est la normale a la surfaéecompatible avec la regle de la main droite appliquée au
sens de parcours &



(c) Sous les hypotheses envisagées dans I'enoncli€apon du théoreme de Stokes permet
de transformer la circulation d&en I'intégrale de surface selon

fCB-ds://Z(D/\B)-nda

de sorte que, puisqu® est une constante,

//Z(D/\B)-ndo:poi:po//zj-nda

Cette égalite étant valable quelle que soit la surfag¢et donc sa normale), on en déduit
que
OAB = Hoj

gui constitue la forme différentielle locale de la loi cal&zée.

Question I

Considéerons la série

X
k;) (k+2)2
Le terme général
K
U= -———
< (k+2)?

n'étant pas positif pour tous lesle critére du quotient est appliqué a la série des mesjué.

. Ju _(k4+2)2 |x|ktt
I|m’k+1’:||m(+) H

_ x| lim [ K+2 2—|x|
k— 00 \uk] k—s00 ’X‘k (k—|—3)2_ k—o \ K+ 3 -

Il nous assure que la série étudiée converge absolumeéxits 1, c’est-a-dire sur l'intervalle de
convergence de la série=] — 1,1] et diverge (avec et sans modules) suro, —1[U]1, +-oo].

Enx= 41, la série des modules s’écrit

o 1
2 1 2

K
ou
1 1
(k+22 K’ (
de sorte que les deux séries numériques convergent atesaiu
La série converge donc absolument sut, 1].

En tant que série de puissances, elle converge aussi méifioent sur tout intervalléa, b] C
—1,1].

k — 400)

ii. La série définit une fonctiorf en tous les points ou elle converge, c’est-a-dire[sus 1].

La série donnée étant une série de puissancesj&firit une fonction continue sur son intervalle
de convergence— 1,1 et aux extrémités de celui-ci en lesquelles elle convelgss lors, on a



iv. Toute série de puissances est indéfiniment contintigiéenivable terme a terme sur son intervalle
de convergence. Ainsi, su=| —1,1], il vient

92 t(x)] = 2xF(0) 2T () = 2 3 X ey R
dx N - Z k_|_2)2 kZO(k_|_2)2
0 2+k) k+l 0 k

Z (k+2)? z K+2 M
e En vue d'exploiter
® XK
Z e -1,1],
notons que, sk = 0,
© x"+1_1§ xk+2 1§x 1 gxk y
L k+2 X & k+ X& k  x\ 5Kk
On adonc g Inf1
6([x2f(x)]:—u—1 sur ]—1,00U]0,1

ce qui correspond a la fonction donnée dans I'énoncé=si—1 etf3 = —1.

e Enx =0, on trouve par ailleurs

d ) :| 00 Xk+l
—[x“f(x = —
[dx[ ] x=0 [iEok+?2 e
La relation I
d_, A=Y g ko0
DT = x ()
0 si x=0

est donc valablex €] — 1,1].

Larelation (1) est aussi valable ge= —1. En effet, d’une part, le développement du logarithme
est valable ex = —1. D’autre part, la dérivation terme a terme de la sérisengin oeuvre dans
(T) est également possible ga- —1 puisque

/ - -1 k oo
D=5 X gm| == 2 Vg7

k=1 x=—1

dont la convergence est assurée en tant que série alteor@ le module du terme général,
k/(k+2)? tend monotonément vers 0.
Remarquons qu’il est également possible de justifier laticel enx = —1 par continuité. En
effet, les fonctions )
d o Xkl In(1—x
9 ey et —N(I7X)

X)] = kZO 7

sont égales syr— 1, 0| et continues ex = —1 de sorte que 'égalité se prolongexes —1.

Question llI

-1

i. Soit
Inx
1 X
Nous constatons d'abord que
\/In
€ Co([1, +o)



Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bonudus dang1, +o[. Il convient encore
d’envisager son comportement au voisinagerde On a

e

de sorte que l'intégrale existe.
ii. Soit

+oo 1
/ dx
1 X2/Inx

1 oyt 4]

X24/Inx

Nous constatons d’abord que

Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bonwdus dangl, +o[. Il convient encore
d’envisager son comportement aux voisinages-eeet de 1.

D'une part, on a
N o( ! ) (X — +00)
— J— [ee]
x2v/Inx X2 )’

ce qui assure l'intégrabilité au voisinage de.
D’autre part, la formule de Taylor permet d’écrire

InXx~x—1, (x—1%)

de sorte que

1 1
~ . (x—1t
x2V/Inx  vx—1 ( )
Ceci assure l'intégrabilité au voisinage de 1. En coniclud’intégrale existe.
iii. Soit
[ e
———dx
1 xvInx
Ona L
€ Co(]1, +o])
xvInx

Il faut donc encore étudier I'intégrabilité aux voisges det+w et de 1.

L'étude du comportement asymptotique de I'integrandeasinage de l'infini ne permet pas de
conclure. Par contre, il est possible de déterminer umaifve

F(x):/ 1 dx=2vInx
xvInx

de l'intégrande sujl, +oo[, telle que

lim 2vVInx= 4+
X—>+00

La limite pourx — +o de la primitive n'étant pas finie, on en déduit que l'inid@g n’existe pas
en vertu de la contraposée du theoreme fondamental dul ¢aiéegral.

Question |

i. Lacuve en forme de paraboloide de révolution d’égquredin coordonnées cylindriques- v/2hz,
z < [0,h], est esquissée ci-dessous.



ii. La massemdu fluide remplissant la cuve s’exprime par

m:/// po dxdydz
\%

ouV désigne le volume de la cuve.

L'intégrale existe puisque l'integrande- (o) est continu sur le compakt

La symétrie de révolution d¥ autour de l'axe vertical conduit naturellement a utiliskss
coordonnées cylindriques pour étudier ce probleme. dmdonnées cylindriques, le domaine

est décrit par
V' ={(r0,2:0<08<2m 0<z<h 0<r<+v2hz

En prenant en compte le Jacobika r associé au changement de variables entre les coordonnées
cartésiennes et cylindriques, on obtient

21 h 2hz
m:po//vdxdydz:po/o ole/0 olz/0 rdr

= p02n/ [—] dz= pon/ 2hz dz
0 2], 0

h

= po2mth {i] = porh®
21,

iii. LarésultanteF des forces de pression exercées par le fluide sur la sizfdeda cuve est donnée

par
F= //z p(z) ndo

oun est la normale extérieure a la cuve.

La symétrie de révolution suggére encore d'utiliser paeamétrisation de la surface de la cuve
basée sur les coordonnées cylindrigues. Le vecteurigmositun point de la surface est donné
par

s(8,2) =r(z) &(0) + ze,

our(z) = v/2hzde sorte que

s(8,z) = v2hze +ze, avec 6¢€|0,2m, z€|0,h|

Il vient des lors successivement

ds ds +2h
a—e_\/thee, a_z_z—ﬁer+ez



et
Js 0s

a—e/\a— = —he,+ v2hze
La normale a la cuve se calcule suivant
as 0
n_ 08 0z _ —he,+v/2hze
R S
00 0z 00 0z
et est bien dirigée, comme demandg, vers I'extérieunaeive.
On a donc
2 rch
F:/ / p(2)n a—s/\a—Hdedz
o Jo
2n h (—he,++/2hze) ||0s  0ds
_/ de/ 2) @/\63 ‘%/\a_z dz

00 0z

2n h
:/ de/ p(2)(—he, +v/2hze ) do dz
0 0

= —2mhpoeg (/0 (h— z)dz> Yy (/Ozner(e)d9> (/oh p(z)v 2hz dz)

21" , M
= —2mhpog hZ_E €, = —21hpeg ( h 5 )&
0

— —1th®poge, = Thpog

Dans ce calcul, on a utilisé ,
Tt
/ &(6)do =0
0

Ce résultat peut étre justifie de differentes maniéres
e L'intégration effectuée consiste a additionner, enr l@isant faire un tour complet, les
vecteurse successifs, d’ou le résultat nul.
e On peut aussi projeter sur les vecteurs, ete, de la base cartésienne. On a

— €0
€ & = cosd e +sinB g,
de sorte que
2n 2n 2n
& [ edo= [ cosnde ex+/ sinB do ¢,
0 0
6 2n
& = [sine}o ew—[ cose] e =0
e On peut encore noter que
d
o0 =&
de sorte que
2n 2n g 2n
e do=— [ —2d0=—[en(8)| " =—e(2m)+e9(0) =0
0 o d6 0

iv. Les forces agissant sur le fluide sont son pondset la réaction de la cuve aux forces de pression
(—F). Prenant en compte les résultats obtenus ci-dessus,

m=porh® et F=mh3pog

on a bien
mg—F=0



