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université MATHO0502 - ANALYSE MATHEMATIQUE 2

B EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Le non-respect des consignes ci-dessous sera sancéonn
par un retrait de 2 points sur la note globale.

Répondez aux défentes questions sur des feuillépaées.
Indiguez sur chacune de vos feuilles vos noranpm et nur@ro d’ordre.
Rendez le carton avec votre néra d’ordre en néme temps gue vos copies.

i. Enoncez le theoreme de Cauchy relatif & la convergenesultes numeériques.
ii. Définissez le concept de convergence uniforme d’umie sk fonctions.
iii. Définissez le concept de fonction intégrable et Egtale d’une fonction intégrable.

iv. Etudiez I'existence de l'integrale

/+°° dt
e t%Int
en fonction du paramétre réel
v. Sie désigne le vecteur unitaire radial associé aux coordescylindriques, montrez que
2n
/ & do=0
0
Question I
On considere la fonction définie par
00 (_1)kx4k+3

SX) = 2 ik 3)(2k- D)

i. Déterminez le domaine de définition 8e
ii. CalculezS(1) avec une erreur maximale de 0
iii. CalculezS(x). Pour quelles valeurs decette expression est-elle valable ?
iv. ExprimezS en termes de fonctions usuelles et déduisez-en une exprastegrale deS.

Question IlI

En justifiant chacune des étapes de votre raisonnemeatileal

®/4 /2
I—/ dx/ sin- dy
2x/T



Question IV

On considere un liquide de masse volumigue 0 occupant entierement un réservoir décrit par
V={(xy2 eR3:x®+y*<((¢-2), z>0}

(ou/ est une constante strictement positive) dont la surfacexesisée a I'air libre. La coordonnée verticale
zest mesurée positivement vers le bas et le vecteur unégireinte donc également vers le bas. On riote
la surface définissant le fond du réservoigetla surface libre du fluidg,e. la projection dev sur le plan
horizontalz= 0.

i. Esquisse¥/, Z etZ,.
ii. Calculez le poids du liguide contenu dans le résenigar,

o [ o

(oug > 0 est I'accélération de pesanteur, supposée constante)
iii. Sachant que la pression au sein du liquide varie selon

P(Z) = Patm~+ PYZ

(ou parm > 0 désigne la pression atmosphérique), calculez la coampeserticale

Fz://Zp(z) e -ndo

(n désigne la normale 2 orientée vers le bage. n-e, > 0) de la résultante des forces de pression
agissant sur le fond du réservoir.

iv. Montrez que la résultantig, calculée ci-dessus est liée a la résultante

Fo= /[ po)do
29
évaluée au niveau de la surface libre par
F,=F0+P ©)
v. Sans calculer explicitement aucune nouvelle intégrate appliquant le theoréme de Gauss a la

fonction p e;, montrez que la relatiorf) est un résultat général qui ne dépend pas de la forme
particuliere du réservoir.



SOLUTION

I. Une suite numériquéx} est convergente si et seulement si elle de Catehyi et seulement si
(Ve>0)GNeN): (Vq=>p>=N): |x,—xg| <€

ii. Ondit que la série de fonctionfg converge uniformément vers la fonctidrsur l'intervalleI lorsque

n

S filx) — f(x)
k=1

(Ve > 0)(3IN)(Vxe I,¥vn > N): <e

ii. Une fonction mesurable réellé est dite intégrable lorsque les intégrales de ses papbegive
f™ =max0, f) et négativef ~ = max(0,—f) sont finies.
On définit I'intégrale d’une telle fonction par

/f(x)dx:/er(x)dx—/f*(x)dx

iv. Quelle que soit la valeur du paramétre réel

faqnt < ColleFel)

de sorte que la fonction est intégrable gIM] pour toutM > e.

1 1
wnt °\w) (7t

de sorte que la fonction est intégrable au voisinage-eeour touta > 1.

1 oL (t = 4o0)
t  \t%Int

et la fonction n’est pas intégrable au voisinage de I'infini

Ona

Poura <1, ona

Poura =1, on calcule (pout > 1)
dt
tint
Puisque cette primitive n'admet pas de limite finieder, I'intégrale n’existe pas.

=In(Int)+C

En conclusion, l'intégrale proposée existe si et seuferaisn > 1.
v. En projetant; sur les vecteurs, ete, de la base cartésienne, on a

— €
& & = cosbe, + sinBey
de sorte que
2mn 2mn 21
& | ade= [“cospde e+ [~ sinode
9 0 0 0
a . 2n 2mn
& = [sme}o & — {cos@]o g =0 De fagon
alternative, on peut noter que
d
& (8) = — 55e0(6)
de sorte que
2n 21 dee 2mn
edo=— [ =2do=[-e(0)| = e(0)—es(2m) =0
0 o d6 0



Question I

i. Lafonction est définie pour tous less R pour lesquels la série numérique correspondante cogverg
Comme la série est de signe variable, appliquons le erdarquotient a la série des modules :

- Jugal g (4k+3) (2k4-1)!
R o B LU o S v
_ i iim (4k+3)

o @k T2k Bkt O TXER

La limite étant strictement inférieure a 1, la sérievange (absolument) pour toxe R et la fonction
Sest définie suR.

ii. On considere .
- (-1
S(1) = ,
& (4k+3)(2k+1)!
La série étant alternée, I'erreur commise en tronquasétie est, en module, inférieure au module du
premier terme négligé. On a donc

1 _nfl (_1)k
X )_k; (4k+3)(2k+1)

<
pteavee s gy

Lerreur ¢ est inferieure a 10° si (4n+3)(2n+ 1)! > 1000, ce qui est le cas poar> 2. On peut
donc approches(1) avec une erreur inférieure a10par

S (D _ 1 1 _ B8 oa
k;)(4k+3)(2k+1)! 3.1 731 4207

iii. Une série de puissances est indéfiniment contin@rdérivable sur son intervalle de convergence, ici
R, ety est dérivable terme a terme. Des lors, il vient

B 0 (_1)kx4k+2
S(x)_kzom vxeR

iv. Par comparaison avec le développement de la fonctimrsgie.

00 (_ 1) kX2k+l

sinx=9Y ——— vxeR
k; (2k+1)!
ona S(X)_ 00 (_1)k(x)4k+2 B 00 (_1)k(x2)2k+1 _SinXZ e R
=2kl T2 (kL
Dés lors

X
S(x):/ sint?dt+C
0

De S(0) = 0, on déduit que la constanteest nulle. Des lors,

Question Il

L'intégrale proposée ne peut étre évaluée comme.t&l& contre, on peut espérer la calculer en
renversant I'ordre des intégrations partielles.

X
S(x):/ sint?dt  VxeR
0



L'intégrale peut &tre interprétée comme une réductie I'intégrale double

y
X
I*://sin - | dxd

E <y> Y n g X
Tt

ou 2 |

E |

™® 2X T |

_ 2. s X n

E_{(x,y)e]R .xe[0,4],ye[n,2]} |
2 X

pour autant que cette intégrale existe. 4

On constate qUE est un compact mais que l'integrand n’est pas continEgwisqu’il n’est pas défini
sur la droite d'eéquatioy = 0. Pour justifier I'existence de, on fait donc appel au critére de Tonelli.

Le critére de Tonelli fait normalement référence au medie I'integrand. Cependant, presque partout
SUrE, on a

2X .
y>—>0 soit O<)—(<E
n y

()| -(2)

Des lors, l'intégrale doublé&* existe si on peut trouver un ordre d’intégration partieléela fonction qui a

un sens.
Renversant I'ordre d’intégration, on considére

de sorte que

o ny/2 o X=Tly/2
/Zdy/ sin <)—(> dx:/2 [—ycos(fﬂ dy
0 0 y 0 Y/ lxo
= [“ydy
0
2.-%
2], 8

ou les intégrales successives existent car il s’agitageh fois d’intégrer une fonction continue sur un
compact. Par le critere de Tonelli, ceci justifie I'existerde l'intégrale doublé*.
Par le theoreme de Fubini, on sait que tous les ordresdiiation partielle conduisent au méme résultat

de sorte que
®/4 /2
| :/ dx/ sin)—(dy: I* = f
0 xm Y 8

Question IV

i. LeréservoiV alaforme d'un paraboloide de révolution d’a®& situé sous le plam= 0. La surface
supérieure est constituée par le disque de rdyon

So={(xY,0) : X2+ y? < (2}



ii. Le poids du liquide contenu dans le réservoir est dquaué

o fff oo o

Le volumeV peut étre décrit comme un empilement de cylindres étéaires de rayon
R(z) =+/{({—2)

de sorte que

fP:pg///VdV:pg/o[nRz(z)dz: pg/ozne(é—z)dz
¢

z 1 4
= TIpg/ [Ez— E] . = Enpgé

De fagon alternative, en utilisant les coordonnées dyiiues et en tenant compte du Jacobien de la
transformation, on peut calculer

2n ¢ R(2)
T:pg/ de/ dz/ r dr
0 0 0

¢ rp2 V2
:2T[pg/ [—] dz
0 2 0
¢
:T[pgﬂ/ ({—2dz
0

21" 1,
= TPgl [Ez— E]o = ET[ng

La composante verticale de la résultante des forcegrdssion agissant sur le fond du réservoir est

donnée par
Fo= [/ p@es ndo = [[ (pum+poz e ndo

Pour calculer cette intégrale de surface, exploitons lamétrisation d&

S(0,2) = R(2) & (0) + ze,
6 €]0,2m], z€]0,¢|
=Ll —2)&(0) +ze,

On calcule successivement

e RN G 1

s —/

—=——_6+8
0z 2./i(l—z

6



et

o () e

On vérifie que cette expression correspond bien a I'catéant souhaitée de la normaiee. telle que
n-e, > 0.
Dés lors,

21 4 ¢
Fz=/0 de/O [Pam+ P97 € - <5ez+\/€(f—2)er> dz
211 A /
:/ de/ [Patm—+ P97 - dz
0 0 2

On calcule

4
F = n@/o (Patm+ PY2) dz

14

Z
=T | PatmZ+ ng
0

1
= Patm¥2 + 5@963

La résultante évaluée au niveau de la surface librikqiide est donnée par

_ / /z p(o)d

ou p(0) = parm €t 0UZ( désigne un disque de rayémle sorte que

on = patm// do = patmT[g2
20

On vérifie donc que, comme annonce,
F,=F2+®

Le théoreme de Gauss appliqué a la foncta: p(z)e, s'écrit

// 0.GdV = G-ndo
Vv 2UZo

ou n désigne la normale pointant vers I'extérieunde
Puisque

ap
0z

///Vm-edvz///vpgdvzfp )

/ZUZOG-nda://ZG-ndaJr/ZoG-nda
://p(z)ez-nda+// p(0)e;-ndo
—// z)e;-ndo — // p(0 D)

=F— &

puisquen = —e, sur la surface supérieubs.
En égalant les deux expressions (1) et (1), il vient

O-G= =pg

on a d’'une part

D’autre part,

F,=F2+®

indépendamment de la forme précise du réservoir.



