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Ce test vous est proposé pour vous permettre de faire léquoimotre compréhension du cours d’Analyse
Mathématique. Il est purement facultatif. Les résujtatms ou mauvais, ne seront en aucun cas pris en
compte dans une quelconque moyenne.

Pour que I'exercice vous soit réellement profitable, ilsest conseillé de vous placer autant que possible
dans les conditions d’une interrogation normale : réparadex questions see), sans interrompre votre
travail, dans un délai maximum de trois heures.

Les copies seront reprises lors du cours théoriquéZchctobre.
e Rédigez vos réponses aux trois questions sur des feséfearées.
e Sivous ne répondez pas a une question, rendez une felailiette.
e Indiquez lisiblement votre nom en MAJUSCULES suivi de vgirénom en minuscules dans le coin
supérieur gauche de chaque feuille.
Des conseils pour une bonne présentation des copies spaihles sur
www., nmmm ul i ege. be/ ensei gnenent / MATHO013/ present ati on

i. Siff=o0(x)etfa=0 ()—1(> au voisinage de 0, peut-on affirmer gfjet f,=o0 (%) ,(x—=0)?

Justifiez.
ii. Si fetgsontcontinues au voisinage ggavec I|mﬁ =1, peut-on en déduire que
x=% g(X)
X X
/ F(t)dt ~ / g)dt, (x—xo) ?
Xo Xo
Justifiez.

iii. Si f; et f, sont dérivables suR et telles quef; ~ f, pourx — 0, peut-on affirmer qué; ~ f5
au voisinage de 0 ? Justifiez.

iv. Si f~ (x+41) pourx — +oo, le graphique de&f admet-il 'asymptote obliqug = x+ 1 au
voisinage det ? Justifiez.

Question I

On cherche a résoudre I'équation

arcthx = # ©)

en remplagant arcthpar son polyndme de Taylor de degré 3 au voisinage de 8,/m0x).

i. Justifiez théoriguement 'application de la formule deylor a I'ordre 3 & la fonction arcth.
Pour quelles valeurs decette formule est-elle applicable ?

ii. DéterminezP;(x) et I'erreur R3(x) correspondante.
ii. Montrez que 'erreurfR3(x)| est inférieure a 0.01 pour toxte [0,1/3].

iv. En remplagant arcthpar P5(x) dans I'équation a résoudre, déterminez une valeurcappge
d’'une solution de I'equationCf). Précisez s'il s'agit d’'une approximation par excés @ p
défaut.
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Question llI

On considere le mouvement d’'un point matériel P de masggissant sans frottement sur un
cerceau vertical de rayom Le cerceau tourne a la vitesse anguldre€onstante autour d’'un axe
vertical passant par un de ses points noté O (voir dessinpoint matériel est soumis a la force de
pesanteur et & une forée= —mQ20P dirigée vers le point O.

Le mouvement du point sur le cerceau peut étre décrit pimietion
potentielle

V() = %2 Sir?(28) + %sin(ze)

ou B € [—1/2,11/2] est 'angle entre I'horizontale et le vecteOP et ou
n? = aN?/g est un parametre constant positif ou nul.

Les positions d'équilibre relatif (par rapport au cerdedu point
matériel correspondent aux points stationnaire¥ d&n minimum deV
correspond a une position d’équilibre stable, un maxingievi ou un point
d’inflexion & une position d’équilibre instable.

Déterminez les positions d’équilibre relatif et leurlsli#é en discutant s'il y a lieu en fonction
du paramétre?.




SOLUTION TYPE

. Toute réponse correcte
Question | : ,

(vrai ou faux) donnée

sans justification ne

i. L'énonceé est vrai. rapporte aucun point.

Les hypotheses sufi et f, peuvent se traduire par Traduction des hy-
pothéses en terme de
lim hx) =0 et IimM =0 limites : 2 pts
x—0 X x—0 1/X
Des lors, puisque les differentes limites existent et fafes, on a Vérification de la
thése : 2 pts
jim HOE 20y 1)y f2(0) ’
x—0 1/x x=0 1/X  x=0 1/X
2
_jim X g
x—0 X
f
= (Iim x2> (Iim ﬁ) =0
Xx—0 x=0 X
ot ) Conclusion : 1 pt
f1+f2=0<;>, (x—0) Total i. : 5 pts

ii. L'énoncé est vrai.
Pour montrer que les primitives considérées sont asyiigpes I'une a l'autre, on

considére I'expression Considération de la li-
/ “f (t)dt mite du quotient des
lim 2% primitives : 1 pt
e / g(t)dt
X0
Celle-ci est cependant indéterminée, du type “0/0", ques Identification de la
X - X %o forme indéterminée :
i ftdt:/ ft)dt=0, | tdt:/ t)dt=0 1pt
ngoxg() . (t) ngomg() Xog() p
Par application de theoréme de I'Hospital, on obtiersrmaoins '14plt39’ a I'Hospital :
p
/ " f(t)dt d ( / " f(t)dt> Connaissance de la re-
lim 2% 90 i 9X VU _im f lation entre la dérivée
X% /xg(t)dt 0 xxd /X (t)dt =X g(X) de la primitive et la
X dx \/x g fonction : 1 pt
de sorte que y y Conclusion : 1 pt
fOdi~ [ gd,  (x—x0)
Xo Xo
Total ii. : 5 pts

iii. L'énoncé est faux comme le montre le contre-exemplpstitué par les fonctions Contre-exemple

correct : 3 pts
fix)=1+x et  f(x)=1+x

D’une part, ces fonctions vérifient les hypothéses puidigs sont dérivables suR

et que Vérification des hy-
im 20 _ e X pothéses : 1 pt

x-0 fa(X)  x»01+X2

de sorte qud; ~ f, pourx — 0.



D’autre part, ces fonctions ne vérifient pas la thése pgisq

o fix) L 1
MM A 7L

de sorte qu'on n'a pa$| ~ f5 pourx — 0.
L'énoncé est faux comme le montre le contre-exempléadenction f (x) = x+ 2.
D’une part, cette fonction vérifie I'hypothése puisque
X+ 2
im Xt e =1
x—+0o X4 1
de sorte qud ~ x+ 1 pourx — 4o,
D’autre part, cette fonction ne vérifie pas la these puasqu
f(x . X+2
Lt im Xt _1

X—+40 X

lim (x+2—-x)=2

X—>+00

lim

Jm — et lim(f(x)—x)=

X—>4-00

de sorte que la fonctioh admet ent+o I'asymptote oblique d’équation

y=X+2#x+1

Question I

i. La fonction f(x) = arcthx est réelle et indéfiniment continiment dérivable sur

]—1,1].

On peut donc lui appliquer la formule de Taylor & l'ordre 3upotout
x €] — 1,1] puisqu’elle appartient alors @z([0,x]) ou [x,0] et est 4 fois dérivable

sur]0,x[ ou]x, 0.

ii. Pour toutx €] —1,1], la formule de Taylor d’ordre 3 s’écrit

um—mm+xwm+ff%m+§ﬂ%m+ffwm
N 2! 3! 41
ou¢ €]0,x[ (ou& €]x,0[ six < 0).
Le calcul des dérivees successivesf amnduit a
_ 1
1—x2

2X
a7

2(3x%+1)
(1-x2)3

-t

f(x)
f//(X) —

f&(x) =

Dés lors,
f(X) = P3(X) + R3(X)
ou
P3(X) =X+ 3
et

Ra(x) = SEHD

gy @

Violation de la thése :
1pt

Total iii. : 5 pts
Contre-exemple
correct : 3 pts

Vérification de I'hy-
pothése : 1 pt

Violation de la thése :
1pt

Total iv. : 5 pts

ToTAaL QI : 20 PTS

Total i. : 2 pts

Connaissance de la
formule de Taylor

(énoncée ou mise en
pratique) : 3 pts (dont
1 pt pour 'expression

du reste et 1 pt pour la
position det)

Expression des
dérivées successives et
valeurs end : 4 pts

Expression dePs(x) :
2 pts

Expression deRs(x) :
1pt

Total ii. : 10 pts



iii. Pour toutx € [0,1/3], on a

_p 8E+D

(1-82)*
Les facteurs impliquant le poirftinconnu peuvent &tre majorés en notant que pour
0<&<x<1/3,0ona

§E+1
ol= et

E(82+1) <x(x*+1)

et
1 1
1824 (124
R - < T2
de sorte que Total iii. : 4 pts, dont
|Ra(x)] = X E(E%+1) - (X2 +1) 1 pt pour le prin-
(1-82)% =~ (1—x%)4 cipe de la majoration
En analysant séparément le numeérateur et le dénominatmme ci-dessus, on U re;Cltfe sur lintervalle
consideéré.

observe que le maximum de cette expression[@ur/3] est réalisé pour = 1/3.
Dés lors, il vient comme attendu

(W3%L/3°+Y _ 15 _ o

R < (1 = 2008

En remplacant (x) par P5(x) dans I'equation®), celle-ci devient
RPN Solution approchée :

La valeurx, = 1/3 est donc une solution approchée de I'équatigh (

L'examen de la formed) de I'erreur montre qu&s(x) > 0,Vx €]0,1[. Dés lors,Ps

constitue une approximation par défautfdsur cet intervalle. Ps < f sur]0,1] : 1 pt
L'erreur entref etP; est mesurée sur I'axe des ordonnées alors que la questita p

sur le positionnement de la solution approchée de I'éguigtar rapport a la solution

exacte. Cette erreur se mesure donc sur I'axe des absdism@spasser de l'un a

l'autre, une esquisse des graphiques des fonctions s'enpas figure ci-dessous

donne une image schématique de la situation (en exagéraeur associée &%),

la solution recherchég, correspondant a l'intersection des graphes des fonctions

arcthx et (1+x%)/3. Approximation  par
exceés (avec justifica-
tion) : 1 pt
14x3 4
—a |
3 N
|
N
arcthx -
?3(X) \ }
|
|
I
[
[
L
X0 X

Comme le montre ce schéma,= 1/3 est une approximation par exces de la solution
exactexp. Total iv. : 4 pts

ToTAL QII : 20 PTS



Question Il

A. Identification des points stationnaires de V

Par définition, les points stationnaires\deorrespondent aux racines de I'eéquation  Traduction de
2 5 . I'énoncé en la re-
0=V'(8) =n"sinBcosB+cosD =cosB(n“sinD+1) cherche des zéros de
! .
e Les zéros dev’ correspondant a l'annulation du facteur cBs@ans lintervalle v .lpt. /
[—11/2,1/2] sont Expression deV
B=2 et Gy=-_1 2 pts
1=7 ¢ 2=77 Identification ded; et
0, : 2 pts

e Lannulation du facteur(n’sin2 + 1) n’est possible que si? > 1. Les zéros
correspondants sont donnés par

. 1 . 1
20 = arcsm(—ﬁ> +2kim ou B=T1— arc&n(—F) +2k, keZ

Dans lintervalle[—11/2,11/2] dans lequel les variations @edoivent étre étudiées, les Identification defs et

seuls points stationnaires a prendre en compte sont 0, et de la condi-
1 1 1 1 tion d’existence sun :
T
03=——arcsin = | et 8,=——+ =arcsin[ = 3 pts
T2 <n2> "= <n2>

Total A. : 8 pts

B. Caracérisation des points stationnaires de V

La nature des differents points stationnaires peut &terchinée a partir de I'étude des
dérivées d'ordres supérieurs een ces points. Calculons donc Valeur deV” : 2 pts

V" (8) = 2n? cos* 20 — 2n? sin? 20 — 2sin M = 2n? — 4n?sin? 20 — 2sin B

e En6; =11/4,0na Nature du point sta-
N (E) — _oP_2<0 tionnaire en®, (avec
4 justification) : 2 pts
iy s X . ,
La position8; = 2 correspond donc a un maximum ejuel que soit.
e EnB, =—11/4,0na
Tt
V& (——) — P42
! +
dont le signe dépend d@&. Ainsi, Nature du point sta-
o sin? < 1,V"(—1/4) > 0 et le point stationnaire est un minimum\de tionnaire en®, pour
. " . . . . n? = 1 (avec justifica-
o sin®>1,V’(—1/4) < 0 et le point stationnaire est un maximum\de tion) - 2 pts

o sin? =1,V"(—1/4) = 0 et la nature du point stationnaire ne peut pas &tre
déterminée a partir de la seule connaissance de laé@éseconde en ce point.

e Quandn? > 1, il faut encore étudier les positior8s et 8, pour lesquelles on a
, 1
sin(20) = = et

4 2 _n*-1
v”(e):2n2—@+—:2

n2 n2
dont le signe dépend d@&. Ainsi, Nature des points sta-
o sin?>1,V"(83) =V"(8,) > 0 et les deux points stationnaires sont des mininfnnaires erfs et_94
deV; pourn? > 1 (avec jus-

tification) : 2 pts



o sin>=1,V”(83) =V"(84) = 0 et la nature des points stationnaires ne peut pas
étre déterminée a partir de la seule connaissance derilied seconde en ces
points.

Les développements qui précedent ont permis de déterrfd nature de tous les points
stationnaires sauf dans le casréi= 1. Ce cas est particulier dans la mesure ol on a alors

Tt
92:93:94:—21

Pour lever I'indétermination associée a I'annulatielaldérivée seconde du potentiel, nous
pouvons avoir recours a I'étude des dérivées d’ordupéiseurs. La dérivée troisieme n'estCas particulien? =1 :
pas d'un grand secours dans la mesure ou 2 pts

v (@) = —16sin20) cog(26) —4cog20) et VO (—m/4)=0
La dérivée quatrieme donne par contre
V¥ (8) = —32c0g(20) + 32sirf(20) + 8sin(28) et V¥ (—1/4)=24>0

La premiere dérivee non nulle étant d’ordre pair et fiesi on en conclut qu'il existe un

minimum deV en® = —1/4 quandn? = 1. Total B. : 10 pts
Rem. La nature des
C. Conclusions points  stationnaires
pourrait aussi étre
i. Sin? <1, le systtme possede étudiee par d'autres
e une position d’équilibre relatif stable & = —11/4; méthodes, sans
e une position d’équilibre relatif instable &3 = 11/4. pénalisation.

i. Sin?>1,lesystéme posseéde
e deux positions d'équilibre relatif stable en

0 ——}arcsin i et © ——E+}arcsin i
3772 n2 AT T2 2
Total C : 2 pts

e deux positions d’équilibre relatif instable &n = 11/4 etd, = —11/4. (dont 1 pt pour le

lien entre la nature
des points station-
naires et des positions
d’'équilibre)

On peut remarguer que le comportement du systeme et ltitétakila position verticale
inférieure 8, = —11/4, dépendent des actions antagonistes de la pesantetenda amener
la particule vers le point le plus bas, et de la rotation, godta faire s'écarter la particule
de I'axe de rotation par le biais de la force centrifuge. Quan< 1, i.e. quand la vitesse
de rotation est faible, la pesanteur domine et I'équilibst stable en position verticale
inféerieure. Lorsqu’on dépasse la valeur pivét= 1, la rotation devient dominante, la
position verticale basse devient instable et les nouvelsitions d’équilibre stable ey
et 0, apparaissent plus haut sur le cercle. ToTAL QIIl : 20 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FIiRQUENTES

Quelle que soit la question posée, il ne faut pas se comtditeliquer une suite de
calculs mais il faut aussi expliquer pourguoi on fait cex@lal et quelles conclusions on
peut en tirer.

¢ |l faut toujours répondre sans ambiguité a la questiosép. Il fallait ici, en plus

des démonstrations réalisées, mentionner claireméatpsoposition était vraie ou
fausse.

e Rappelons qu’un exemple ne constitue jamais une démdiostide la validité d'un

énoncé. Un contre-exemple constitue par contre la rnoedldacon de démontrer
gu’'un énoncé est faux. Il faut dans ce cas toujours moigjerce contre-exemple
vérifie les hypothéses de I'énoncé et qu'il en contridihese.

e Il ne faut pas confondre les notationset =. Le fait que f(X) ~ g(X) pourx — Xo

ne veut pas dire qué(x) = g(x) pour X — Xp hi, par exemple, que les fonctions
possédent automatiqguement les mémes dérivées ouipesnilans ce voisinage.

/

i. /
iii. Le theoreme de I'Hospital ne pouvait servir a judifila proposition. Sous des

hypothéses appropriées de régularité des fonctiagty), ce théoréme s’écrit

lim f(x) = lim g(x) =0

e e lim M
— _ =

im "% e =% g(x)

X% g (X)

Ceci ne permet en aucune facon de justifier la propositioasignent réciproque,

) - P(x)
Moo 1T gy

dont le contre-exemple présenté dans la solution-typaver qu’elle est fausse.

L'information apportée par la connaissance d’'une gsgne oblique est plus riche
gue celle associée au comportement asymptotique a linfin

Le comportement asymptotique ne caractérise que le teamindnt du comporte-
ment de la fonction. Sf(x) ~ x4+ 1 pourx — +oo, seul le termex est significatif. On
peut tout aussi bien &crire, pour la méme fonction

f(X) ~ X, (X— 400), f(X) ~X+2, (X— +)0u f(X) ~ X+ /X, (X— +)
Sur base dé (x) ~ x+ 1, on ne peut aller au-dela de la conclusion
f(X) =x+0(x), (X— +)

La connaissance de I'asymptote oblique apporte quaneakls de précision sur le
comportement de la fonction a l'infini. Si la fonctidnpossede I'asymptote oblique
d’équationy = x+1 en+o, on a

f(x) =x+1+0(1), (X— +o)



Question Il

Beaucoup ont vu une définition de la fonction arcth dansléion

1+x3

arcthx =
3

Il n’en est rien. Cette expression constitue une équatom pinconnuex dont on cherche
a déterminer une valeur approchée en remplacant laiéonarcth par son polyndme de
Taylor de degré 3 au voisinage de zéro.

Appliquer la formule de Taylor & l'ordre 3 au polynonié + x3)/3 au voisinage
de 0 n'a aucun intérét puisque cette formule rendrait lgn@one lui-méme avec un reste
identiquement nul quelle que soit la valeunde

Justifier théoriquement I'application de la formule deylbr a I'ordre 3 a la fonction
arcth consiste a vérifier que la fonction arcth remplitHgpotheses de cette formule
en particularisant les hypothéses générales de la feri@ Taylor au cas de la
fonction, du voisinage et de l'ordre considérés. Sur liseette analyse, on peut
déterminer les valeurs depour lesquelles la formule est applicable.

Il n’était absolument pas demandé de justifier pourqumdre 3 était I'ordre choisi.

e Laformule de Taylor permet d'écrire

arcthx = P3(x) + Rz(X)
ou 2
P3(X) = X+ 3

est un polyndme de degré 3. On n’a donc pas, contrairemeatqui a été lu dans
de trées nombreuses copies,

£P3(x):x+§+i7<3(x) ou £P3(x):x+§+0(x4), (x—0)

L'erreur commise en approchant la fonction par le polyn@ed&aylor est
R3(X) = arcthx — P3(X)
e L'expression du reste de la formule de Taylor est ici
X [24E(EZ+ 1)}
4| (1-82)4

ou ¢ €]0,x[ (oug €]x,0[ six < 0). La dérivee quatrieme intervenant dans ce reste
est évaluée en un poigtinconnu et dépendant deElle n'est pas évaluée en 0, ni
enx.

R3(x)

e La majoration du reste consiste a estimer la plus grandsuvaue celui-ci peut
prendre dans l'intervalle considéré afin d’avoir uneeidie la borne supérieure de
I'erreur commise en approchant la fonction par le polyn@wadaylor.

Il est nécessaire de procéder en deux temps. Premiéteihdsaut majorer la
fonction deg sur]0,x]. Ensuite, il faut majorer le reste en fonctionxdgur[0,1/3].
Quand la fonction a majorer s’exprime au moyen d’une foagtune majoration
peut étre obtenue en donnant la plus grande valeur possibieimérateur et la
plus petite au dénominateur (supposés positifs), ce ewi pe produire pour des
valeurs dex (ou ) differentes.

Remarquons qu'il ne suffit pas d’envisager les bornes deefalle de variation
dex (ou&). Le reste pourrait prendre sa plus grande valeur en un adintérieur
de cet intervalle.



e Lafonction arcth étant impaire, toutes ses dériveéesddéopair sont nulles en zéro.
Si on applique la formule de Taylor a I'ordre 4 & la fonctianmtth, on obtient dés
lors P4(x) = P3(X) = x+ x3/3 puisque le terme extt de P4(x) est nul. Dans cet
exercice, il était donc possible (mais pas demandé) dfobune évaluation plus
précise de I'erreur associeexd x3/3 en considérant le res®(x),

iv. L'erreur R3(x) étant strictement positive pour towte]0,1[, il est clair quePs
constitue une approximation par défaut de arcth sur cetvalle.

Ce n’était cependant pas ce qui était demandé ici. Onés8msait par contre au
positionnement de la solution exactevérifiant

1
arcthxg = L
3
par rapport a la solution approchee= 1/3 vérifiant
3
X+ X _ L+
3 3

Un petit raisonnement graphique, comme celui réalis& tapolution-type, permet-
tait de déduire ce positionnement en se basant sur le failajfonction arcth se
trouve au-dessus de son polyndme de Taylor (puisque ke estspositif).

Question llI

e Quand un paramétre intervient dans un exercice, il ne fsitlscuter arbitrairement
sur les valeurs de celui-ci. Si une discussion est nécesstle apparait naturellement
en cours de résolution quand une solution obtenue n’epesequ’une manipulation
réalisée n'est pas permise ou gue la solution est fondaieement differente pour
certaines valeurs du parametre. Ici, les points statioes@orrespondant a sif 2=
—1/n? n'existent que sih? > 1. lls coincident ave® = —11/4 sin? = 1. Plus loin, la
détermination de la nature du point stationndire —11/4 ne peut pas étre réalisée
en se basant sM” (—11/4) sin? = 1. Ces considérations aménent a distinguer les cas
N <1,n?>1letn?=1.

Tout exercice faisant intervenir un parametre doit égalet comporter une conclu-
sion reprenant les résultats obtenus pour les diffeserakeurs du parametre.

e Les manipulations des fonctions trigonométriques ddiv&ne maitrisées. Trop
d’erreurs de calcul sont constatées. En particulierglvdfion de sin par rapport
a8 donne 2cos@ et pas cos@ La détermination des solutions de sth2 —1/r?
appartenant a l'intervallp-1t/2, 11/2] ne devrait pas non plus poser de probleme (voir
solution-type).

e Dans le cas d'une fonction faisant intervenir un paraméaalétermination de la
nature des points stationnaires sur base d'un tableau de dggyla dérivee premiere
est généralement assez ardue. La méthode basée sietmihation de la premiére
dérivée non nulle de la fonction en chacun des pointsostadiires est par contre bien
mieux adaptée. Rappelons que, si cette dérivée estrd’orgair, il s’agit d’'un point
d’inflexion a tangente horizontale et que, si elle est d'enghir, ce sera un minimum
si elle est positive et un maximum si elle est négative.

e La solution de tout probléme doit comporter une “phraggonse” reprenant les
termes de I'énoncé. Ici, il ne fallait pas se contenteralen@r les points stationnaires
et leur nature. Il fallait encore relier ces résultats aagifons d’'équilibre et a leur
stabilité.
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