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Montrez que les fonctiong (x) = €™ ety,(x) = e~ ™ constituent un ensemble fondamental de solutions
de I'équationy” + (tgx) Y — (cogx) y = 0 sur] — 11/2,11/2[. Justifiez.

Question I

On considére le probléme différentiel
{(xZ) y'+22y +y=e*
y(1)=0,y(1)=1y"(1)=2

Sur quel sous-ensemble dele théoreme d’existence et d'unicité garantit-il I'existe d'une solution
unique ? Justifiez.

Question I

On consideére I'équation différentielle
y'+my=cosX

oumdésigne un paramétre réel.

i. Déterminez la solution générale de cette équation @ifféelle en discutant en fonction du paramétre
ii. Déterminez completement la solutigtx) dans le cas otn=1,y(0) = 1 ety (0) = 0.



SOLUTION TYPE

Tout ensemble fondamental de solutions d'une équatiomitieéhomogéne d’ordre 2
est constitué de 2 fonctions. Les fonctionset y, forment un ensemble fondamental deConcept d’ensemble
solutions sut —11/2, 11/2[ de I'équation d’ordre 2 donnée si elles vérifient 'équatdisont fondamental : 1 pt
linéairement indépendantes $ur 11/2, 11/2].

Notons tout d’abord que les fonctions

)= et (0 =e ™

sont des solutions de I'équation différentiglie+ (tgx) y — (cogx) y = 0 sur] — 11/2,1/2].

En effet,vx €] — /2, 1/2], Vérification de
. . I'équation pan ety, :
y;(X) = cosx €™ Y] (X) = (= sinx+ cog’x) e 1pt

)/Z(X) — — COSX e—sinx )/ZI(X) _ (SinX+C052X) e—sinx
de sorte que
V() + (19%) y2(X) — (COS'X) ya(x) = €™ (= sinx-+ cos'x+ tgx cosx— cos’x) =0
et

Y3 (X) + (tgX) Y5(X) — (COSX) y2(X) = € 5™ (Sinx+ cog'X — tgx COsX— Cog'X) = 0

Les fonctionsy; ety, sont linéairement indépendantes $urTt/2,11/2[ puisque leur

Wronskien Vérification de
. : l'indépendance
InXx — SINX
W(x) = il/lgg il/zgg = co:j( EsinX —cgsx o SinX = —2 COX linéaire : 3 pts (dont
1 2 1 pt pour la méthode)
ne s’annule pas identiquement $ur /2, 1/2]. Pas de penalite si le
. . o, “identiquement"
Alternativement, on peut montrer que les fonctiogs et y» sont linéairement
indépendantes sl 11/2,11/2] en utilisant la définition de I'indépendance linéaire manque.
’ - Pénalité de 1 pt si la
c esinx +cy e S _ g vx €l—m/2,m2 = C1=C=0 justification se
base sur I'annulation
Considérant I'annulation de la combinaison linéairexen0 etx = 11/6, on a de W en dehors de

I'intervalle.
c6 +¢ =0
cet24cet2=0

La seule solution de ce systeme étant ¢, = 0, ceci démontre I'indépendance linéaire
des deux solutions siir- 11/2,11/2].

En conclusion, les fonctiong ety, forment un systéme fondamental de solutions sur
| —1/2,11/2]. ToTAL QI : 5PTS

Question Il

Pour pouvoir appliquer le théoréme d’existence et d’'u@jditfaut d’abord remarquer
gue I'équation différentielle Linéarité de
I'équation : 1 pt



(x=2)y" +2¢y +y=e"

est linéaire et I'écrire sous la forme canonique Mise sous forme
canonique : 1 pt
efx
x—2

2x? 1
1!
)/ Jrx—2)/+x—2y

Les coefficients de I'équation et son terme indépendant étantinus suiR \ {2}, le  Continuité des
théoréme d’existence et d'unicité garantit I'existencealations sur les intervallgs-, 2[  coefficients : 1 pt
et]2, +oo].

L'équation différentielle étant assortie de conditionsQ#ichy erx =1 €] — »,2[, le  Choix de l'intervalle et
théoréme assure l'unicité de la solution du probléme difféel sur I'intervalle] — o, 2] justification : 2 pts

ToTAL QI : 5 PTS
Question I

i. L'équation Décomposition de la
y' +my = cos X solution en yn + Yp

(annoncée

u mise en pratique) :

pts, dont 1 pt pour la

justification par la

linéarité.

est une équation différentielle linéaire non homogene oBdisn généraleg/(x) est
donc la somme de la solution générgigx) de I'équation homogéne associée eg
d’une solution particuliergp(x) de I'équation non homogene.

Commencons par rechercher la solution générale de I'équhtimogéne

y'+my=0

. L s - - A Polynéme

L'équation étant linéaire a coefficients constants, noussidgrons le polynédme ynome ]
caractéristique : 2 pts,

caractéristique associé(z) = Z + m dont la nature des zéros dépend du PN
X pas de pénalité si la
parametrem.

justification “linéaire a
(@) Sim< 0, L(z) posséde les deux zéros réels- +/—m et la solution de coefficients constants

I'équation homogéne s’écrit manque.
Zéros sim< 0: 1 pt
Yh(X) = Aexp(v/—mx) + Bexp(—v/—mx) Yh(X) Sim< 0 : 2 pts
ou encore (forme alternative pas
Yh(X) = Cch(yv/—=mXx) + Dsh(y/—mx) attendue)

OUA, B, C etD sont des constantes.

(b) Sim= 0, L(z) posséde le zéro double= 0 et la solution de I'’équation
homogéne s’écrit Zérosim=0:1pt
X) sim=0:2 pts
Yh(X) = (AXx+ B) exp(0x) = Ax+B () P
OU A et B sont des constantes.

(c) Sim> 0, L(z) posséde les deux zéros complexes conjuguésti,/m et la
solution de I'équation homogéne s’écrit

Yh(X) = Aexp(i/mx) + Bexp(—iy/mx)

ou encore, sous forme réelle, Zérossim>0:1pt
B , Yn(X) sim> 0 : 2 pts
¥n(x) = Ceog(v/mx) + Dsin(v/mx) (forme réelle ou non)

OUA, B, C etD sont des constantes.
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Cherchons a présent une solution particuligyex) de I'équation non homogene.

La fonction f (x) = cos X est la partie réelle de la fonctiod’e Comme I'équation
est linéaire a coefficients constants réels, une soluticicpbere de I'équation

y' +my=cosX

peut étre obtenue en considérant la partie réelle d'undimolyparticuliére de
I'équation

y' +my= e’ @)
dont le second membre est de la forme exponentielle-polgndiaus pouvons alors
rechercher une solution particuliere de) de la forme Utilisation d'une
N -~ méthode appropriée :
Yp(x) = Kx* € 2 pts dont 1 pt pour la

. | itinlicité de P 1o d VNG justification adaptée a
ol K est une constante et est la multiplicit¢ de Rcomme zéro du polynéme |, sthode

caractéristique. Deux cas se présentent alors :

(@) Sim+# 4, 2 n'est pas un zéro dé(z), a = 0 et on peut chercher une solution
particuliere de la forme '
Jp(X) = K €2

En introduisant cette solution dans I'équatié?),(nous obtenons
—4K e 4-mK &% = %

soit

et donc Yp(X) sim# 4 : 2 pts

COS X
m-—4

yp(X) =0 [ﬁezix} =0 [ﬁ(cos&ﬂsin )| =

(b) Sim=4, 2 est un zéro simple dé(z), a = 1 et on peut chercher une solution
particuliere de la forme _
Jo(X) = Kx e?X

Introduisant comme ci-dessus cette solution dans I'égudt?), nous obtenons

K (4i — 4x) e®* +4Kxe?™ = &%

soit 1
4 4
et donc Yp(X) sim=4: 3 pts
yp(x) =0 {%‘ erix] =0 {_ZI X(cosX+isinX)| = XSI:Z(

En conclusion, la solution générale de I'équation difféedle s’écrit

e Sim<O0, o Solution générale si
y(x) = Cch(v/—mx) + Dsh(v/—mx) + cos m < 0 sous une forme
m—4 ou une autre : 1 pt



e Sim=0,
Ccos X CcoS X

X) = AX+B = Ax+B—
y(X) +B+—— +

Solution générale si
m=0 : 1 pt
seulement attribué gi
est remplacé par O.

Alternativement, dans le cams = 0, on peut résoudre I'équation différentielle

par intégration directe. On a successivement
y’ =cosX
1
y = ZsinX+A
2
1
y= —ZCOSZH—AX—{— B

e Sim>0etm# 4,

cos X
m-—4

y(x) = Ccogv/mx) + Dsin(v/mx) +

e Sim=4,

, Xsin 2
y(X) = Ccos X+ Dsin2x+

ii. La solution générale dans le cas= 1, s'écrit

, COS X
y(x) = Ccosx+ Dsinx— 3

de sorte que
: 2 .
Y (Xx) = —Csinx+ D cosx+ 3sin P

Les conditions initialey(0) = 1 ety’(0) = 0 conduisent aux relations

1 4
C—-=1 soit C=_
3 ' 3

D=0
La solution du probléme s’écrit donc

4 CoS X

y(X) = 3 COSX— 3

La résolution de ce
cas isolé donne droit a
4 pts

Solution générale
(sous forme réelle ou
pas) sm>0etm=#4:
1pt

Solution générale
(sous forme réelle ou
pas) sim=4 :1 pt,
seulement attribué gi
est remplacé par 4

Total i. : 24 pts

Solution générale si
m=1:1pt

Détermination des
constantes : 3 pts

Solution du probléme :
2 pts (dont 1 pt pour la
forme réelle)

Total ii. : 6 pts

Si ce
seul cas patrticulier est
résolu complétement :
12 pts éventuellement
cumulables avec les
4 pts ducasn=0

ToTaL QIIl : 30 PTS



COMMENTAIRES ET ERREURS LES PLUS FREQUENTES

e Des fonctions constituent un ensemble fondamental deisotut’'une équation
linéaire homogene d'ordre 2 sur un intervalle donné si eleaplissent les 3
conditions suivantes :

o Elles sont au hombre de 2.

© Elles vérifient I'équation différentielle.

o Elles sont linéairement indépendantes sur cet intervalle.
Pour répondre a la question posée, il ne suffisait donc pasoméren que les 2
fonctions vérifiaient I'équation ou gu’elles étaient lilrément indépendantes. |l
fallait vérifier les trois conditions.

¢ Des fonctions sont linéairement indépendantes sur urvalter si leur Wronskien
ne s'annule pas identiquement dyic’est-a-dire s'il n’est pas égal a 0 partout dans
cet intervalle. Le Wronskien pourrait s’annuler en cegginints del sans que ceci
ne remette en cause l'indépendance linéaire.

e Toute solution d'une équation différentielle linéaire hagéne peut s'exprimer
comme une combinaison linéaire des fonctions formant uerehke fondamental
de solutions de cette équation.

On ne peut adopter le raisonnement inverse et affirmer quéodesons forment
un ensemble fondamental de solutions d’une équation eifféalle en montant que
leur combinaison linéaire vérifie cette équation. En pracédle la sorte, on ne
démontre pas toutes les propriétés pertinentes des saulies qu’une équation
est linéaire et homogeéne, toute combinaison linéaire deisok vérifie I'équation,
gue ces solutions constituent un systéme fondamental au non

Question I

e La linéarité de I'équation différentielle constitue unepbthése essentielle du
théoréme d’existence et d’'unicité de la solution. Cetteollyse doit étre invoquée
pour en justifier I'application.

e Avant de vérifier la continuité des coefficients et du terntképendant de I'équation,
hypothése du théoréme d'existence et d'unicité de la swlutil faut écrire
I'équation sous forme canonique en divisant celle-ci pasdefficient multipliant
la dérivée d’'ordre le plus élevé.

e Pour justifier I'unicité de la solution de I'équation d’oedB considérée en invoquant
le théoréme d’existence et d'unicité, il faut que les caodg auxiliaires fixent la
valeur de la fonction inconnue et de ses deux premieresédsrign un point. Ici,
ces conditions dites de Cauchy sont donnéegenl.

e Les résultats théoriques permettent d’affirmer que la wm@xiste et est unique sur
I'intervalle I contenant le poinkg = 1 ou les conditions de Cauchy sont données
et sur lequel les coefficients et le terme indépendant dedtton écrite sous forme
canonique sont continus. Cet intervalle est dong ie] — o, 2[. L'ensembleR \ {2}
n'est pas un intervalle mais l'union de deux intervalledallt choisir l'intervalle
dans lequel les conditions de Cauchy sont données.



Question I

e Quand une méthode ou un théoréme est appliqué, il faut efifevédeis hypotheses.

o Le théoréme de structure, permettant de décomposer laalgénérale en

la solution générale de I'équation homogéne et une solytamticuliere de
I’équation non homogene, ne s'applique qu’'a une équatigralie.

¢ La méthode du polyndme caractéristique permettant de érous ensemble
fondamental de solutions de I'équation homogéne demaneldépuation soit
linéaire a coefficients constants.

o La méthode de variation des constantes est réservée auiodgumeaires.

o La méthode de I'exponentielle-polynéme pour la recherchmed solution
particuliere demande que I'équation soit linéaire a caeffits constants et que
le terme indépendant puisse s’exprimer comme le produitedexponentielle
et d’'un polynéme.

e La méthode du polynbme caractéristigue se base sur les zénaglexes de ce
polynéme et leur multiplicité. Dans cet exercice, la natigs zéros d& (z) = 22 +m
dépend du parametre.

o Sim=0, L(z) posséde un zéro double= 0 et la solution de I'équation
homogéne s’écrit

Yh(X) = (Ax+B) exp(0x) = Ax+B

o Sim< 0, L(z) posséde les zéras= +,/—m et la solution de I'’équation
homogeéne s’écrit

Yn(x) = Aexp(y/~mx) + Bexp(—y/—mx)

De trop nombreux étudiants oublient le signe moins sousciaea

o Sim> 0, L(z) posséde les zéros complexes conjuguésti/met la solution
de I'équation homogéne s’écrit

Yh(X) = Aexp(iy/mx) + Bexp(—iy/mx)
gue I'on transforme avantageusement sous la forme réelle

Yh(X) = Ccosv/mx) + Dsin(y/mx)

e Dans le casn = 4, la méthode de I'exponentielle-polynbme suggére de rebke
une solution du typeKxe?* puisque 2, le coefficient de la variablex dans
I'exponentielle, est un zéro simple du polynéme caradigtie de I'équation
homogeéne.

Dans ce cas, il n'est pas possible de trouver une solutidicpiére de I'équation
compléte du typeK €%, puisque les fonctions de ce type vérifient I'équation
homogéne poum = 4. Cela ne veut pas dire qu’il n'y a pas de solution mais bien
gu'il faut en trouver une d’'une autre forme.

Sila méthode des coefficients indéterminés est utilisé&dt pas non plus possible
de trouver une solution du typkcos X+ Bsin2x. La méthode de I'exponentielle
polyndme suggere cependant de rechercher une solution fdente Axcos X +
Bxsin 2.



