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Durée de I’épreuve : 3 heures.

Répondez aux différentes questions sur des feuilles séparées.

Indiquez sur chacune de vos feuilles vos nom, prénom, section et numéro d’ordre.
Rendez le carton avec votre numéro d’ordre en méme temps que vos copies.

i. Sif~g (x—0),peut-on en déduire que f —g~0 (x — 0). Justifiez.

ii. Enoncez la formule de Taylor permettant d’approcher une fonction f d’une seule variable au voisinage
de a = 1 par un polyndme d’ordre 3. Précisez 1’expression du reste et les hypotheses correspondantes.

iii. Sila fonction f est différentiable au voisinage du point xo € R?, est-elle continue en ce point ? Justifiez.

iv. Montrez que si f € C;(IR?) et si a désigne un vecteur constant alors V- (aAf) = —a- (V Af).

Question II

Déterminez la solution x(¢) du probleme différentiel

X' +2xX +5x=te™!
x(0)=1, X (0)=0

Question III

Une buse de Laval est une tuyere constituée d’un convergent puis d’un divergent permettant d’amener les
gaz de combustion d’un moteur-fusée au régime supersonique. On considere une buse de Laval de longueur
¢ > 0 présentant une symétrie de révolution d’axe OZ et une section circulaire de rayon variable R(z) (ol R est
une fonction strictement positive connue).

Afin de faciliter I’étude de I’écoulement des gaz dans la tuyere, on introduit le changement de variables

x=C&R(o)cosO
y=¢&R(o)sin®

i=0
en considérant uniquement les valeurs positives de .
i. Déterminez I'image E’ de I’intérieur
E={(x,52) € R*:2€]0,£[, 0< /x2+)2 <R(z)}

de la buse de Laval par ce changement de variables.

ii. Etudiez la régularité du changement de variables en précisant les sous-ensembles ouverts 2 et ' de
E et E’ entre lesquels les relations ci-dessus définissent un changement de variables régulier d’ordre 1.
Quelle condition la fonction R doit-elle vérifier pour qu’il en soit ainsi ?

iii. Déterminez les expressions des opérateurs
0 0 0 ) 0?
N 3. 3. e N
ox’ dy’ 0oz 0xdz

en fonction des nouvelles variables.



SOLUTION

i

ii.

iii.

iv.

Non, si f ~ g au voisinage de 0, on ne peut en conclure que f — g ~ 0.
Pour le montrer, considérons les fonctions

1 1

fo) =< et gl =1

Les deux fonctions sont bien asymptotiques I’une a I’autre puisque

Cependant f(x) —g(x) = 1 n’est pas asymptotique a 0 puisque

lim _0 = 1im9 =0
=0 f(x)—g(x) x01

Si f est une fonction réelle, 3 fois contintiment dérivable sur [a,x] (resp. [x,a]) et 4 fois dérivable sur
la,x[ (resp. |x,al), alors, il existe & €a, x| (resp. § €]x,a[) tel que

1) = F(@)+ (@) (=) + 3" (@) (=@ + 3" (@) (v — 0 + R (o)

1

/" E)(x—a)

R3(x) = 7

Par définition, une fonction f est différentiable dans un voisinage 7 de xo € R? si f est dérivable sur
7V etsi

3
f(xo+h)— Zh,ax xo) +o(|hl), (h—0)
i=1 1
Des lors
3
li h )] =i (|h
hlgé[f(xo—k ) — lim ; XO )+o(|h])
ou

%i_ff(l)f(xo +h) = f(xo)

ce qui exprime la continuité de f en Xg.

Le produit vectoriel a A f peut étre calculé formellement selon
€ € €3
aN=|a1 a a|=(afs—af2) e+ (asfi—aifs) e+ (afa—axrfi) e
h L B

Il vient des lors, tenant compte du fait que les composantes ap, a; et az de a sont constantes,



V'(a/\f):g—m(azf3—a3f2)+g—m(a3f1—a1f3)+3—x3(611f2—a2f1)
:<az% af2>+<a%—a %>+<a%—a %>
1

—az5— 3 1 1 2
ox; 0x, 0x, 0x3 0x3

(23BN g (25 A0, (3028
- 8X3 axz 2 8x1 a)C3 3 axz 8x1
=—a-(VAf)

puisque le rotationnel de f est donné par

VAf= <aﬁ—%>e

axz 8X3
L’équation étant linéaire, sa solution générale peut s’exprimer comme la somme de la solution générale de
I’équation homogene associée et d’une solution particuliere de 1’équation non homogene.

dfi 9fs dfr  9fi
+<£_8_x1>e2+<ﬁ_8_x2>e3

L’équation homogene étant linéaire a coefficients constants, la recherche de la solution générale de celle-ci
peut étre menée en considérant les zéros du polyndme caractéristique

242745

Le discriminant est A = —16 et les zéros sont —1+2iet —1 — 2i.
La solution générale de 1’équation homogene est donc du type

x(1) = Crel =120 4y (=120
que I’on peut écrire sous forme réelle

x(t) =Ae " cos2t+Be 'sin2t

Etant donné la forme du deuxieéme membre de I’équation non homogene, on peut utiliser la méthode de
I’exponentielle polyndme et rechercher une solution du type

xp(t) = (Ct+D) e’
On calcule successivement

X, (1) = [C(1—1)=Dle”!
x,(t) =[C(t—2)+Dle”’

En substituant ces expressions dans I’équation différentielle a résoudre, on obtient
4D+Ct)e " =te”’

soit, en identifiant les coefficients,

C= et D=0

1
4
et

1
xp(t) = Zte*’

La solution générale de I’équation non homogene est donc

t

1
x(t) = xp(t) +x,(t) = Ae' cos2t + Be ' sin 2t + Zte*

L’ équation différentielle étant complétée par deux conditions initiales de Cauchy, le probléme différentiel admet
une solution unique. Comme

1
X(t)=(2B—A)e 'cos2t — (2A+B)e 'sin2t + Z(l —t)e”’



on a
x(0) =1 A=1 A=1
< 1 < 3
x’(()):() 2B_A+Z:O BZg

La solution du probleme différentiel est donc

Question III

i. Le changement de variables défini par les relations

3 . |
x(t) :e’t0052t+§e’t stt—i—Zte !

x=&R(o)cosO
y=ER(c)sin® (W)

i=0

est similaire au passage en coordonnées cylindriques dont le rayon r serait remplacé par ER (o).
De z €]0, 4|, on déduit aisément que o €]0,¢|. Ensuite, on détermine & > 0 pour que

0<vVx?>+y><R(z) soit  §€]0,1]

Considérant la périodicité des fonctions sin et cos et choisissant de travailler avec des valeurs de
0 € [0,2m], il vient
E'={(8,6,0) e R’ : 0 €]0,(], £ €]0,1[, 6 € [0,2n[}
Remarquons que le choix de faire varier 8 dans I’intervalle [0, 27| est arbitraire : tout autre intervalle de
méme longueur pourrait convenir.
ii. Pour que le changement de variables soit régulier d’ordre 1 sur un ouvert 2, il faut

e que les relations qui le définissent introduisent une correspondance biunivoque entre €2 et un ouvert
Y. Les ouverts € et € doivent donc étre définis de fagon appropriée pour pouvoir inverser les
relations (#). On détermine aisément les relations inverses

Va2 +y?
R(z)
Quant a la valeur de 0, elle est liées aux coordonnées cartésiennes par

cosO = o al sin® = Y Y

CR(z) A2 +y? CR(z) /a2 +y?
qui ne définissent la valeur de © qu’a un multiple entier de 2 prés et seulement si x> 4 y? £ 0.

Pour que le changement de variables soit régulier, on le considérera donc uniquement I’ouvert
Q' C E tel que

o=z et E=

Q' ={(,0,0) eR*: 5 €]0,4],€ €]0,1[, 6 €]0,2n[}

auquel correspond 1’ouvert
Q= {(x,5,2) €ER?:2€]0,£[,0 < \/x2+y> < R(2)}\{(x,y,2) EE:y=0,x >0}

e que les relations (M) qui le définissent soient continliment dérivables sur les domaines considérés.
On doit donc avoir R € C;(]0,]).

e que le Jacobien de la transformation soit non nul, i.e.
— : /
a(x,y,2) R(0)cos® —ER(0)sin® ER'(0)cos®

~e ~ v = |R(0)sin o)cos (o) sin®| = ER2 (o wur QY
3E6.0) ~|F0)in® ER(0)cos ER(7)sind) =ER'(7) £0 sur®

Cette condition est satisfaite vu la définition de )'.



iii. Le théoréme de dérivation des fonctions composées nous permet d’écrire

0 dxd  dyd  0zd 0 0
a—g—xa a—ga—y—i-xa—z—R(U)Cosea—i-R( )Slnea—y
0 dxd  dyd  0dzd . 0 0
0 oxd dyd 8z J ,, .0 _ ,, .0 0
% 90 Tavay Tdoar ceOsOR(0) G AEsin® o) 5o o
Combinant ces relations selon &cos0 - (a) —sin6 - (b), on obtient
Ecos8% — sinb 2 — R()Ecos” 02 + R(0)Ecossin6 -
cos 3 —sin 8 o)&cos 6x+ o)EcosOsin %
0 0
. 2 . . e
+ R(0)Esin Gax R(U)écosesmeay
0
=R(0) P
soit
a__cosea__ sin® 8_
ox R(0)d R(0)E00
De méme, évaluant £sin0 - (a) + cos 0 - (b), on obtient
€ in9—+cosea— =R( )&sinecosea—+R(J)§sin298—
YSE 7 o dy
) 0 2,0
—R(a)&smecosea +R(o)&cos Oa—y
0
=R(0) %
soit
a__ sinea_+ cos 0 8_
dy R(0)dE  R(c)E00

(a)

(b)

(©)

(d)

(e)



Introduisant alors les résultats (d) et (e) dans (c), on obtient

d 0 d dJ
%" 3 —&cosOR (o )a —&sinO R (o )8y

d cos®d  sin6d _ , sin® d cos® d
=5 EcosO R (o < __R—§%> —&sin® R'(0) ( Rl )8§+R( )&86)
J g

=% R ¥ ©) 5 %

On calcule alors

o (R rwes) (37 ¥ %)

_ cos6 9? _ sin@ 0? cos6 d £ o d\ sinbd [ & o J
= R(0) 9890 R(0)E090 | R(o) ag( (o) R )az;) R(a)gae< (o) K )ag>
_ cos6 02 sin® 92 cosO d  &cosH 0? sin® 0?

R(0) 90  R(0)Ed000  R*(0) ©) 5 & R(0) (@) & T R(0) R (o) 9608



